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KOOPERATÍV SZTENDERD FIXFA JÁTÉKOK ÉS ALKALMAZÁSUK A
VÍZGAZDÁLKODÁSBAN

RADVÁNYI ANNA RÁHEL

A cikk alapvető célja betekintést nyújtani a kooperat́ıv játékelmélet esz-
köztárába, egy speciális játékosztályon, a sztenderd fixfa játékok osztályán
keresztül. A napjainkban egyre népszerűbb tudományág olyan megoldá-
si koncepciókat szolgáltat, melyek széleskörű gyakorlati alkalmazást tesz-
nek lehetővé, többek között különböző gazdasági problémák költségelosztási
kérdéseire adnak megoldási javaslatokat. A sztenderd fixfa játékok egy fa
struktúrájú hálózatot reprezentálnak, ahol a hálózat csúcsai felhasználókat
jelölnek, akik a hálózaton keresztül vesznek igénybe egy bizonyos szolgál-
tatást. A felmerülő költségek szétosztására keresünk

”
igazságos” elosztáso-

kat. Az alapvető fogalmak bemutatása és a modell definiálása után konkrét
v́ızgazdálkodási alkalmazásokat mutatunk, amelyek valós gazdasági problé-
mákon alapulnak. A cikk a kooperat́ıv játékelmélet egy szeletét mutatja be,
ugyanakkor jól látható, hogy a specifikusan bemutatott példákon túl hasonló
struktúrájú problémák modellezéséhez is hatékony megoldásokat szolgáltat.

1. Bevezetés

A kooperat́ıv játékelmélet jelentősége elvitathatalan. A matematika, illetve a
közgazdaságtan határmezsgyéjén elhelyezkedő tudományterület eszköztára lehető-
vé teszi számunkra, hogy olyan gazdasági szituációkat modellezzünk, elemezzünk,
amelyekben a felek közötti együttműködésen, és a közösen elért eredményen van
a hangsúly. Az ilyen jellegű szituációkban alapvetően két kérdéskört vizsgálunk:
milyen kooperációs csoportok (koaĺıciók) jönnek létre, illetve hogyan tudjuk elosz-
tani az együttműködésből eredő hasznot a résztvevő felek között. A kooperat́ıv
játékelmélet területén az utóbbi évtizedekben számos elméleti eredmény született,
de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jellegűek, hanem a gyakorlat-
ban is alkalmazható/alkalmazott megoldásokat szolgáltatnak. Például 1933-ban
a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee-völgy gazdasági iránýıtására
létrejövő társaság esetében, amely többek között a térség v́ızgazdálkodási problé-
máinak iránýıtásával is foglalkozott. Költségelosztási megoldásaik között olyanok
is szerepelnek, amelyek megfeleltethetők kooperat́ıv játékelméleti megoldáskoncep-
cióknak, ezen eredményeket Straffin és Heaney [33], a TVA munkásságát játékel-
méleti szempontból is bemutató cikkében olvashatjuk. Célunk elsősorban az lesz,
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hogy egy speciális játékosztályt, a sztenderd fixfa játékok osztályát bemutassuk, és
példákkal szolgáljunk a v́ızgazdálkodás területéről származó alkalmazhatóságukra.
További játékelméleti alkalmazásokat v́ızgazdálkodási problémákra Parrachino et
al. [21] munkájában olvashatunk. A fixfa struktúrán túl számos egyéb gráfelméleti
modell is alkalmazható, ilyen például a legrövidebb út játékok osztálya, melyekről
bővebben például Fragnelli et al. [8], illetve Pintér és Radványi [27] cikkeiben
olvashatunk.

A cikk feléṕıtése a következő: A bevezetőt követő 2. fejezetben a TU-játékok
alapvető fogalmait mutatjuk be. A 3. szakaszban ismertetjük az elosztásokra vo-
natkozó legfontosabb fogalmakat, valamint a mag elosztást. A 4. és 5. fejezetekben
bemutatásra kerül a Shapley-érték, illetve a nukleolusz, a két legismertebb megol-
dáskoncepció. A 6. szakaszban definiáljuk a fixfa játékok modelljét, a 7. fejezetben
pedig konkrét v́ızgazdálkodási alkalmazásokat mutatunk, amelyek valós gazdasági
problémákon alapulnak. Ezután röviden összefoglaljuk az olvasottakat.

A következőkben tehát megismerkedünk a kooperat́ıv játékelmélet legfontosabb
alapfogalmaival és összefüggéseivel. Defińıcióinkban és jelöléseinkben alapvetően
Peleg és Sudhölter [22] könyvére, valamint Solymosi [32] jegyzetére támaszkodunk.

2. TU-játékok

Egy koaĺıciós formában megadott játékot kooperat́ıvnak nevezünk, ha egy já-
tékban kikényszeŕıthető szerződések vannak. Azaz a játékosoknak lehetőségük
van a kifizetés elosztásáról vagy a választott stratégiáról megállapodásokat kötni,
még akkor is, ha ezeket a megállapodásokat az adott játék szabályai nem ı́rják
elő. Szerződések, illetve megállapodások kötése többek között a közgazdaságtan-
ban elterjedt tevékenység, például minden egyfordulós eladó-vevő tranzakció egy
megállapodás. Sőt, ez többlépcsős tranzakciók esetében is elmondható. Egy meg-
állapodást általában akkor tekintünk megkötöttnek, ha a megsértése olyan (akár
magas pénzbeli) büntetéssel jár, ami visszatartja a játékost a megszegéstől.

A kooperat́ıv játékokat két csoportba soroljuk: az átruházható és az át nem
ruházható hasznosságú játékok csoportjaiba. Az átruházható hasznosságúak ese-
tében feltesszük, hogy a játékosok egyéni preferenciái egy közvet́ıtő eszköz (pl.

pénz) által összemérhetők. Így egy konkrét koaĺıció tagjai a koaĺıció által elért
kifizetést szabadon feloszthatják egymás között. Követve az elterjedt elnevezést,
ezeket a játékokat TU-játékoknak (transferable utility games) fogjuk h́ıvni. Az
átruházható hasznossággal nem rendelkező NTU-játékok (non-transferable utility
games) esetén vagy ez a közvet́ıtő eszköz hiányzik, vagy ha van is ilyen kompen-
zálást lehetővé tevő jószág, azt a szereplők nem egyforma mértékben ı́télik meg.
Ezen tanulmány keretében TU-játékokra szoŕıtkozunk.
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2.1. Koaĺıciós játékok

Legyen N a játékosok nemüres, véges halmaza, egy S koaĺıció pedig az N
halmaz egy részhalmaza.

2.1. Defińıció. Egy átruházható hasznosságú kooperat́ıv játék egy olyan (N, v)
pár, ahol N a játékosok véges, nemüres halmaza, v pedig egy függvény, ami az N
minden S részhalmazához egy v(S) valós számot rendel hozzá. Minden esetben
feltesszük, hogy v(∅) = 0.

2.1. Megjegyzés. Egy (N, v) kooperat́ıv játékot röviden v játéknak is nevezünk.
N a játékosok halmaza, v a koaĺıciós függvény, S pedig az N részhalmaza. Ha az
S koaĺıció létrejön a v játékban, akkor a koaĺıció tagjai megkapják a v(S) értéket,
amely számot a koaĺıció értékének nevezünk.

2.2. Megjegyzés. Egy adott S koaĺıció a v(S) értéket tetszés szerint szétoszt-
hatja tagjai között. Egy x ∈ RS kifizetés megvalóśıtható, ha kieléǵıti a∑

i∈S

xi ≤ v(S)

egyenlőtlenséget. Az átruházható hasznosság valójában azt a tényt takarja, hogy
az S koaĺıció el tud érni minden megvalóśıtható kifizetést, illetve, hogy a hasznos-
ságok összege a koaĺıció hasznossága.

A kooperat́ıv játékok legtöbb alkalmazásában általában egyének, vagy egyének
bizonyos csoportjai (például szakszervezetek, városok, nemzetek) töltik be a játé-
kosok szerepét. Néhány érdekes közgazdasági játékelméleti modellben a játékosok
azonban nem egyének, hanem közgazdasági projektek céljai, termelési tényezők,
illetve egyéb szituációk közgazdasági változói.

2.2. Defińıció. Egy (N, v) játék szuperaddit́ıv, ha

v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T )

minden S, T ⊆ N és S ∩ T = ∅ esetén. (Ford́ıtott reláció fennállása esetén szub-
addit́ıv játékról beszélünk.)

Amennyiben az S ∪ T koaĺıció létrejön, tagjai dönthetnek úgy, mintha S és T
külön-külön jöttek volna létre, ekkor a v(S)+v(T ) kifizetést érik el. Mindazonáltal
a szuperadditivitás sokszor sérül. Léteznek trösztellenes törvények, melyek az S∪T
koaĺıció profitját csökkentenék, ha a koaĺıció létrejönne.

2.3. Defińıció. Egy (N, v) játék konvex, ha

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T )

minden S, T ⊆ N esetén.
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Nyilvánvaló, hogy egy konvex játék szuperaddit́ıv is. A következő ekvivalens
karakterizáció könnyen meggondolható: egy (N, v) játék pontosan akkor konvex,
ha ∀ i ∈ N -re

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T )

∀ S ⊆ T ⊆ N \ {i} esetén.
Tehát egy játék akkor és csak akkor konvex, ha a játékosoknak egy koaĺıcióhoz

való egyéni határhozzájárulásai (v(S ∪ {i})− v(S)) monoton növőek. Konvex já-
tékok többek között a konkáv költségjátékokhoz kapcsolódó megtakaŕıtási játékok
is, ezekkel később foglalkozunk még.

2.4. Defińıció. Egy (N, v) játék konstans összegű, ha ∀S ⊆ N -re

v(S) + v(N \ S) = v(N).

Konstans összegű játékokkal már a játékelmélet kezdeti szakaszaiban is sokat
foglalkoztak (Neumann [37]).

2.5. Defińıció. Egy (N, v) játék lényeges, ha v(N) >
∑
i∈N

v({i}).

2.6. Defińıció. Egy (N, v) játék addit́ıv, ha ∀S ⊆ N esetén v(S) =
∑
i∈S

v({i}).

Az addit́ıv játékok nem lényeges játékok, ezek a játékelmélet szemszögéből
triviálisnak mondhatóak. Ha ugyanis minden i ∈ N játékos igénye legalább v({i}),
akkor a v(N) érték elosztása egyértelműen meghatározott.

2.3. Megjegyzés. Legyen N a játékosok, R a valós számok halmaza. Jelölje
RN az N -ből R-be menő függvények halmazát. Ha x ∈ RN és S ⊆ N , akkor
x(S) =

∑
i∈S

xi.

2.4. Megjegyzés. Legyen N a játékosok halmaza, x ∈ RN , az eddigiek szerint
tekintsük x-et mint koaĺıciós függvényt. Így (N, x) koaĺıciós formában adott játék,
ahol x(S) =

∑
i∈S

xi minden S ⊆ N -re.

2.7. Defińıció. Egy (N, v) játék 0-normalizált, ha v({i}) = 0 ∀i ∈ N -re.

2.2. Költségallokációs játékok

Legyen N a játékosok halmaza. A költségallokációs probléma egy (N, vc) játék-
ból indul, ahol N a játékosok halmaza, a vc koaĺıciós függvény pedig a problémához
tartozó költségfüggvény. Intuit́ıv módon N lehet egy közmű vagy középület po-
tenciális felhasználóinak halmaza. Minden felhasználót egy adott szinten, vagy
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KOOPERATÍV SZTENDERD FIXFA JÁTÉKOK ÉS ALKALMAZÁSUK... 87

egyáltalán nem szolgálunk ki. Legyen S ⊆ N . Ekkor vc(S) reprezentálja az S tag-
jainak kiszolgálásához szükséges minimális költséget. Az (N, vc) játékot költségjá-
téknak nevezzük. Célunk pedig majd az lesz, hogy a játék által léırt szituációban
az összköltség egy valamilyen módon igazságos elosztását adjuk meg a felhasználók
között.

Az (N, vc) költségjátékok kapcsolatba hozhatók az (N, v) koaĺıciós játékok kö-
zül az ún. megtakaŕıtási játékokkal, amelyek esetében vs(S) =

∑
i∈S

vc({i})− vc(S)

minden S ⊆ N esetén. (Számos alkalmazás kapcsolatba hozható a TU-játékok jól
ismert alosztályaival, például a költségjátékok megegyeznek a nemnegat́ıv, szub-
addit́ıv, a megtakaŕıtási játékok pedig a 0-normalizált, nemnegat́ıv, szuperaddit́ıv
játékok osztályával, ld. Driessen [7].)

Legyen (N, vc) egy költségjáték, (N, vs) pedig a hozzá tartozó megtakaŕıtási
játék. Ekkor (N, vc):

– szubaddit́ıv, vagyis

vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T )

minden S, T ⊆ N és S ∩ T = ∅ esetén pontosan akkor, ha (N, vs) szuperad-
dit́ıv;

– konkáv, vagyis

vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T ) + vc(S ∩ T )

minden S, T ⊆ N esetén pontosan akkor, ha (N, vs) konvex.

Az alkalmazásokban a költségjátékok többnyire szubaddit́ıvak (és monotonok)
(ld. Lucas [16], Young [38], illetve Driessen [36] tanulmányait a költségjátékokról).

2.2.1. Megyei költségelosztási probléma

Tekintsük példaképp a következő szituációt. Városok egy N csoportjának (azaz
egy megyének) lehetősége van közös v́ızellátó rendszer éṕıtésére. Minden városnak
van egy minimum v́ızigénye, amit vagy a saját elosztórendszerükkel, vagy néhány
másik, esetleg az összes többi várossal közös rendszer seǵıtségével eléǵıtenek ki.
Egy S ⊆ N koaĺıció alternat́ıv vagy egyéni vc(S) költsége az a minimális költ-
ség, mellyel az S tagjainak igényei a lehető leghatékonyabb módon kieléǵıthetők.
Abból a tényből kiindulva, hogy egy S ⊆ N halmazt számos különböző alrend-
szer szolgálhat ki, szubaddit́ıv költségjátékhoz jutunk. Ilyen játékok vizsgálatával
többek között Suzuki és Nakayama [34], illetve Young et al. [39] foglalkozott.
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3. Kifizetések és a mag

A gyakorlatban előforduló problémák kapcsán nemcsak azt fontos megvizsgál-
ni, hogy egy adott koaĺıció létrejön-e, illetve melyek azok a koaĺıciók, amelyek
létrejönnek. Lényeges továbbá az is, hogy az adott koaĺıció tagjai meg tudnak-e
egyezni abban, hogy a koaĺıció által elért összhasznot mindenki számára elfogad-
ható módon osszák szét egymás között. Ezt az elosztást nevezzük majd a játék
megoldásának.

Gyakran előfordul, hogy a játékosok akkor érik el a legnagyobb kifizetést, ha
egyedül a nagykoaĺıció jön létre. Például a szuperaddit́ıv játékokkal modellezhető
esetekben minden közös taggal nem rendelkező koaĺıciónak érdemes egyesülnie,
mert ezáltal nagyobb összhaszonra tehetnek szert. Így végül minden játékos a
nagykoaĺıció mellett fog dönteni. Ez azonban nem mindig egyértelmű. Például
a csak 0-monoton vagy lényeges játékkal modellezhető helyzetekben előfordulhat,
hogy a játékosok egy valódi részhalmazának előnyösebb a belőlük álló koaĺıciót
választani a nagykoaĺıcióval szemben.

Tegyük fel a továbbiakban, hogy a nagykoaĺıció létrejön, azaz minden játé-
kos számára előnyösebb egyetlen koaĺıcióba szerveződni. Ekkor a feladat az elért
maximális összhaszon mindenki számára

”
kieléǵıtő” módon történő szétosztása.

3.1. Defińıció. Az (N, v) játékban a v(N) érték elosztása során keletkező
xi ∈ R értéket az i ∈ N játékos kifizetésének nevezzük.
A v koaĺıciós függvény által léırt kooperat́ıv játék egy lehetséges kimenetelét a
játékosok kifizetéseit tartalmazó x = (x1, . . . , xn) ∈ RN kifizetésvektorral jellemez-
zük.

3.2. Defińıció. Az (N, v) játékban az x = (x1, . . . , xn) kifizetésvektor

– elérhető az S koaĺıció számára, ha
∑
i∈S

xi ≤ v(S),

– elfogadható az S koaĺıció számára, ha
∑
i∈S

xi ≥ v(S),

– előnyösebb az S számára, mint az y = (y1, . . . , yn) kifizetésvektor, ha ∀i ∈ S
esetén xi > yi,

– az S koaĺıción keresztül dominálja az y = (y1, . . . , yn) kifizetésvektort, ha az
S számára x elérhető, és egyben előnyösebb, mint y (ezt x domS y-nal fogjuk
jelölni),

– nem dominált az S koaĺıción keresztül, ha nincs az S számára olyan elérhető
z kifizetésvektor, amire z domS x,

– dominálja az y kifizetésvektort, ha létezik olyan S koaĺıció, amelyre x domS y
(ezt x dom y-nal fogjuk jelölni),

– nem dominált, ha egyetlen S koaĺıción keresztül sem dominált.
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Az elérhető, elfogadható és előnyösebb fogalmak pusztán azokat a természetes
elvárásokat tükrözik, hogy egy koaĺıció tagjai a v(S) érték elosztása során csak
olyan kifizetéseket tudnak megvalóśıtani, amik nem haladják meg a koaĺıció ál-
tal elért összhasznot. Ezen felül pedig minden játékos szeretné egyéni hasznát
maximalizálni, ı́gy a számára előnyösebb kifizetést szeretné választani.

A dominancia fogalma pedig azt próbálja megragadni, hogy a játékosok szaba-
don dönthetnek arról, hogy mely koaĺıció(k)ban ḱıvánnak részt venni, és egy adott
koaĺıció csak akkor jön létre, ha tagjai azt egyöntetűen akarják.

3.1. Megjegyzés. Fennállnak az alábbi összefüggések:

1. Az x kifizetésvektor pontosan akkor elfogadható az S koaĺıció számára, ha x
S-en keresztül nem dominált.

2. Tetszőleges S ⊆ N esetén a domS aszimetrikus, irreflex́ıv és tranzit́ıv reláció.

3. A dom reláció mindig irreflex́ıv, de még egy szuperaddit́ıv játékban sem
feltétlenül aszimetrikus vagy tranzit́ıv.

3.1. A mag

A mag ([30], [9]) a kooperat́ıv játékelmélet egyik alapvetően fontos fogalma.
Seǵıtségével megfoghatóbbá válik, hogy egy játékban melyek lesznek azok az el-
osztások, amiket egy adott koaĺıció tagjai megoldásként elfogadnak. Tekintsük az
alábbi defińıciót!

3.3. Defińıció. Az (N, v) játékban az x = (x1, . . . , xn) kifizetésvektor

– szétosztás, ha
∑
i∈N

xi = v(N), vagyis az N koaĺıció számára elfogadható és

elérhető,

– elosztás (imputáció), ha
∑
i∈N

xi = v(N), és xi ≥ v({i}) ∀i ∈ N -re, azaz olyan

szétosztás, ami minden egyszemélyes koaĺıció (azaz minden játékos) számára
elfogadható,

– mag elosztás, ha
∑
i∈N

xi = v(N), és
∑
i∈S

xi ≥ v(S) ∀S ⊆ N esetén, azaz olyan

szétosztás, ami minden koaĺıció számára elfogadható.

Egy (N, v) játékban a szétosztások halmazát I∗(N, v)-vel, az elosztások halma-
zát I(N, v)-vel, a mag elosztások halmazát pedig C(N, v)-vel jelöljük. Ez utóbbi
C(N, v) halmazt szoktuk röviden a kooperat́ıv játék magjának h́ıvni.

A mag tehát valamiféleképpen azt fejezi ki, hogy mik azok az elosztások, me-
lyeket egy-egy adott koaĺıció tagjai elég

”
igazságosnak” éreznek ahhoz, hogy elfo-

gadják azt.
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3.2. Megjegyzés. Igazak az alábbi álĺıtások:

1. Tetszőleges (N, v) játék esetén a szétosztások I∗(N, v) halmaza egy hiperśık,
azaz sosem üres.

2. Egy (N, v) játékban az elosztások (imputációk) I(N, v) halmaza pontosan
akkor nemüres, ha v(N) ≥

∑
i∈N

v({i}).

A fentieket a következő példán keresztül szemléltetjük.

3.1. Példa. Legyen (N, v) egy 3-szereplős, (0,1)-normalizált játék (azaz olyan
0-normalizált játék, ahol v(N) = 1). Az I∗(N, v) szétosztáshalmaz az x1+x2+x3 =
1 egyenlet megoldásvektoraiból álló hiperśık. Az I(N, v) elosztáshalmaz pedig a
hiperśıkon elhelyezkedő, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) csúcspontok által meghatározott
egységszimplex lesz.
A mag nemürességének kérdése azonban már nem ilyen egyértelmű.

Különböztessünk meg két esetet:

1.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 2/3 2/3 2/3 1

2.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1 1

Ha az 1. esetet tekintjük, akkor azt tapasztaljuk, hogy ebben az esetben a mag
az egyetlen x = ( 13 ,

1
3 ,

1
3 ) kifizetésből áll. Ha viszont a 2. esetet nézzük, akkor

a kétszemélyes koaĺıciók esetében csak akkor lesz egy x = (x1, x2, x3) kifizetés
elfogadható, ha x1 + x2 ≥ 1, x1 + x3 ≥ 1, x2 + x3 ≥ 1 mindegyike teljesül, azaz
x1 + x2 + x3 ≥ 3

2 . Ez viszont a nagykoaĺıció számára nem elérhető. Ebben az
esetben tehát a játék magja üres.

Az előző példa második esetében a mag azért üres, mert a nagykoaĺıció értéke a
többi koaĺıcióhoz képest nem

”
elég nagy”. További példák és egyéb meggondolások

az alábbi jegyzetben olvashatók: Solymosi [32].

4. A Shapley-érték

Ebben a részben megismerkedünk Shapley h́ıressé vált megoldáskoncepciójával,
a Shapley-értékkel [29], és áttekintjük annak tulajdonságait. Shapley azt vizsgál-
ta, hogy egy adott játékban egy szereplő számára mi lesz az

”
értéke” annak, hogy

csatlakozik a játékhoz. Azaz milyen
”
mérőszám” az, ami megadja egy játékos sze-

repének értékét a játékban. Bevezetjük a megoldás fogalmát, és rögźıtünk néhány
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természetesen adódó axiómát, amik már egyértelműen meghatározzák a Shapley-
értéket.

Jelöljük GN -nel az N játékoshalmazzal rendelkező TU-játékok halmazát. Meg-
oldásnak egy olyan ψ : GN → RN függvényt nevezünk, ami tetszőleges v ∈ GN

játékhoz hozzárendeli a ψ(v) = (ψi(v))i∈N ∈ RN vektort, azaz megadja egy játékos
értékét egy tetszőleges v ∈ GN játékban.

Legyen π : N → {1, . . . , n} a játékosok egy sorbarendezése, ΠN pedig a játé-
kosok összes lehetséges sorbarendezéseinek a halmaza.

4.1. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a ψ : GN → RN megoldás

– hatékony (Pareto-optimális), ha
∑
i∈N

ψi(v) = v(N),

– egyénileg elfogadható, ha ψi(v) ≥ v({i}) minden i ∈ N -re,

– egyenlően kezelő, ha ∀i, j ∈ N , ∀S ⊆ N \ {i, j} és v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})
esetén ψi(v) = ψj(v),

– sallangmentes, ha ψi(v) = v({i}), amennyiben i ∈ N sallang játékos v-ben,
vagyis v(S ∪ i)− v(S) = v({i}) minden S ⊆ N \ i-re,

– addit́ıv, ha ψ(v + w) = ψ(v) + ψ(w) minden v, w ∈ GN -re ((v + w)(S) :=
v(S) + w(S) értelmezéssel minden S ⊆ N -re),

– homogén, ha ψ(αv) = αψ(v) minden α ∈ R-re ((αv)(S) := αv(S) értelme-
zéssel minden S ⊆ N esetén),

– kovariáns, ha ψ(αv + β) = αψ(v) + b minden α > 0 és b ∈ RN esetén (ahol
β a b vektor által generált addit́ıv játék),

ahol a fenti feltételek minden v, w ∈ GN -re fennállnak minden tulajdonság
esetén.

A hatékonyság felel azért, hogy szétosztást kapjunk. Az egyéni elfogadhatóság
természetes reprezentációja annak, hogy minden játékos legalább annyit

”
ér”, mint

a belőle álló egyszemélyes koaĺıció. Az egyenlően kezelő tulajdonság azt fogalmazza
meg, hogy egy játékos kifizetése csak a játékban betöltött szerepétől függ, olyan ér-
telemben, hogy azonos szerepet betöltő játékosok azonos kifizetésben részesülnek.
A sallangmentesség azt fejezi ki, hogy annak a játékosnak az értéke, aki bármelyik
koaĺıcióhoz csatlakozva az általa elérhetőnél se nagyobb, se kisebb értékváltozást
nem idéz elő, annyi legyen, mint amennyi ezen konstans hozzájárulása. A kovari-
ancia azért fontos, hogy egy esetleges skála módośıtást az értékelés is

”
megfelelően”

kövessen. Az addit́ıv, illetve homogén tulajdonságok már nem ennyire egyértelmű-
en megkövetelhetőek, együttes teljesülésük azonban a kovarianciánál jóval erősebb
tulajdonságot eredményez.

Most pedig tekintsük Shapley [29] megoldásának defińıcióját:
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4.2. Defińıció. Tetszőleges (N, v) játékban az i ∈ N játékos Shapley-értéke a

φi(v) =
∑

S⊆N\i

|S|!(|N \ S| − 1)!

|N |!
(v(S ∪ i)− v(S))

szám, mı́g a játék Shapley-megoldása:

ϕ(v) = (φi(v))i∈N ∈ RN .

4.1. Álĺıtás. A Shapley-értékre az alábbi tulajdonságok teljesülnek: haté-
kony; szuperaddit́ıv (sőt 0-monoton) játékban egyénileg elfogadható; nem feltétle-
nül magbeli elosztás; egyenlően kezelő; sallangmentes; addit́ıv; homogén; és mivel
sallangmentes, következésképpen kovariáns is.

4.1. Tétel. (Shapley [29]) Tetszőleges v ∈ GN játékban a ϕ(v) Shapley-
megoldás az egyetlen hatékony, egyenlően kezelő, sallangmentes és addit́ıv
GN → RN függvény.

A Shapley-érték további axiomatizációs lehetőségeiről bővebben ld. Pintér [23],
[24], [25], illetve [26] munkáit.

Általánosan is belátható (ld. például Solymosi [32]), hogy a Shapley-érték
feĺırható a következő alakban:

φi(v) =
1

|N |!
∑

π∈ΠN

xπi (v),

ahol xπ jelöli a játékosok π sorrendjéhez tartozó határhozzájárulás-vektort. Így
azt kapjuk, hogy a Shapley-érték a határhozzájárulás-vektorok egyenlően súlyozott
átlaga.

4.1. Megjegyzés. Tetszőleges konvex játékban a mag mindig nemüres [31], és
a Shapley-érték mindig egy magbeli elosztást ad.

5. A prenukleolusz és a nukleolusz

Egy tetszőleges játék magja általában vagy üres, vagy több elemből áll. Ez
utóbbi esetben felmerül a kérdés, hogy a többféle mag elosztás közül hogyan vá-
lasszunk ki egyet, hiszen elvileg mindegyik egyéni, és koaĺıciós szinten is elfogadha-
tó megoldást ad. Két megoldást összehasonĺıtva előfordul, hogy egy adott koaĺıció
az egyik elosztás szerint jobban jár, ők nyilván azt preferálnák. De ez lehet, hogy
egy másik koaĺıciónak nem előnyösebb, stb. Kézenfekvő azt a megoldást választa-
ni, ahol a legrosszabbul járó koaĺıció is a lehető legjobban jár.

5.1. Defińıció. Egy adott (N, v) játékban az S koaĺıciónak az x kifizetésnél
vett többlete alatt az e(S, x) = v(S)− x(S) különbséget értjük.
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A többlet tehát azt mutatja meg, hogy egy adott koaĺıció mennyit nyerhet (vagy
negat́ıv nyereségek esetén mennyit vesźıthet) azáltal, hogy a nagykoaĺıcióban való
részvételt és az x szétosztást visszautaśıtja. A szétosztások halmazán az üres,
illetve a nagykoaĺıció többlete 0, ı́gy csak a valódi részkoaĺıciók vizsgálata lesz
releváns, ezeket jelöljük N+-szal. Egy tetszőleges (N, v) játék magja tehát ı́gy is
feĺırható: C(v) = {x ∈ I∗(v) : max

S∈N+

e(S, x) ≤ 0}. A szétosztások halmaza bármely

játékban nemüres, a mag viszont csak akkor nemüres, ha a nagykoaĺıció értéke a
többi koaĺıcióhoz képest

”
elég nagy”.

Amennyiben több olyan szétosztásunk/elosztásunk is van, amiknél a legma-
gasabb többlet a lehető legalacsonyabb, akkor ezek közül stabilabbnak tartjuk
azokat, amelyek esetén a második legnagyobb többlet is a lehető legalacsonyabb,
és ı́gy tovább. Ez egy olyan optimalizálási sorozat, amelynek egyetlen kimenetele
van, szétosztások esetén a prenukleolusz, elosztások esetén pedig a nukleolusz.

Rendezzük tehát az N+-beli koaĺıcióknak egy adott x ∈ RN kifizetés esetén
vett többleteit nemnövekvő sorrendbe:

E(x) = [· · · ≥ e(S, x) ≥ . . . : S ∈ N+].

Legyen ρ(x) az E(x)-ben előforduló többletszintek száma, t1(x) a legnagyobb
többlet, t2(x) a második legnagyobb többlet, stb, egészen tρ(x)-ig, ami a leg-
alacsonyabb többlet, vagyis t1(x) > t2(x) > · · · > tρ(x). A fenti jelölésekkel a
prenukleolusz és a nukleolusz defińıciója tehát:

5.2. Defińıció. (Schmeidler [28]) Egy (N, v) játék N∗(v) prenukleolusza /
N(v) nukleolusza a szétosztások / elosztások azon halmaza, amelyek a szétosztá-
sok / elosztások között lexikografikusan minimalizálják a nemnövekvő sorrendbe
rendezett többletek vektorát, azaz

N∗(v) = {x ∈ I∗(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I∗(v)-re},
N(v) = {x ∈ I(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I(v)-re},

ahol ≤L jelöli a rögźıtett komponenssorrendű vektorok közötti gyenge lexikografi-
kus rendezést (vagyis A ≤L B pontosan akkor, ha A = B, vagy Ai < Bi az első
olyan i komponensre, ahol az A és B vektorok különböznek).

Schmeidler [28] azt is megmutatta, hogy tetszőleges játék prenukleolusza egyet-
len elemből áll, illetve, hogy bármely elosztással rendelkező játék nukleolusza egyet-
len elosztásból áll.

6. Fixfa játékok

A fixfa játékok struktúrájukból adódóan számos gyakorlati alkalmazás model-
lezésében nyújtanak seǵıtséget. Mint azt a fejezetben látni fogjuk, ezek a játékok
speciális költségjátékok, ezért tudjuk, hogy mindig létezik mag elosztás, nukleo-
lusz, a Shapley-érték pedig magbeli, ezért egy-egy elosztási problémának mindig
lesz megoldása.
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Ebben a részben tehát olyan szituációkkal foglalkozunk, amelyek gráfelméleti
terminológiával élve rögźıtett fákkal modellezhetőek. Adott a résztvevők egy rög-
źıtett, véges halmaza, akik egy rögźıtett fával reprezentálható hálózaton keresztül
kapcsolódnak egy kitüntetett csúcshoz, amit gyökérnek fogunk nevezni. Számos
valós életbeli szituáció modellezhető ı́gy. Vegyük például azt az esetet, amikor
egy öntözési csatornarendszer fenntartási költségeit vizsgáljuk. A csatornarend-
szer felhasználói a hálózat csúcsai, a hálózat élei az egyes csatornaszakaszokat,
az élek súlyai pedig az adott szakasz fenntartási költségeit jelölik. A probléma
reprezentálható egy kooperat́ıv fixfa játékkal, ahol az egyes csoportok, koaĺıciók
költségét az a minimális költség adja, ami a csoport tagjait a gyökérrel összekötő
élekhez tartozik. A fixfa játékok modellje Megiddo [19] cikkéből ered, aki bebizo-
nýıtotta, hogy ezen játékok esetén a Shapley-érték és a nukleolusz kiszámı́tására
létezik hatékony algoritmus, a nukleolusz O(n3), a Shapley-érték O(n) idő alatt
kiszámolható.

Speciális esetként meg kell emĺıtenünk a
”
repülőtér/kifutópálya problémák”

osztályát (airport problems), melyek egy elágazásmentes fával, ún. lánccal mo-
dellezhetőek. Az ehhez kacsolódó repülőtér játékok a sztenderd fixfa játékok egy
valódi részhalmazát adják. A repülőtér játékokat Littlechild és Owen [15] mutat-
ták be az irodalomban, az osztállyal kapcsolatos eredmények egy összefoglalóját
pedig Thomson [35] cikkében olvashatjuk.

Nézzük tehát pontosabban a fixfa játékokat. Granot és Maschler [11] olyan költ-
ségjátékokat vizsgáltak, melyek Γ(V,E, b, c,N) fixfa hálózatokból erednek. Ebben
a rendezett ötösben a (V,E) páros alkotja az iránýıtott fát, V a csúcsok, E az
élek halmaza. Az r csúcs szerepe a V -ben kitüntetett, ezt fogjuk gyökérnek (root)
nevezni. (A fa lehet iránýıtatlan is, ha a modell úgy ḱıvánja, a játék szempontjából
nem lesz különbség.) Adott továbbá az élek halmazán egy c : E → R költségfügg-
vény, ahol c(e) jelöli az e élhez tartozó teljes (kiéṕıtési, üzemeltetési stb) költséget.
Hasonlóan adott a csúcsok halmazán is egy b : V → R költségfüggvény. N a
felhasználók, későbbiekben játékosok halmaza, minden i ∈ N egy adott v(i) ∈ V
csúcshoz van hozzárendelve. Egy v csúcs akkor foglalt, ha legalább egy játékos
hozzá van rendelve. NT -vel a T ⊆ V csúcsokhoz tartozó játékosokból álló koaĺıci-
ót fogjuk jelölni. Szükségünk lesz továbbá egy (részben-) rendezésre a csúcsokon:
két i, j ∈ V csúcsra i ≤ j, ha a gyökértől a j-hez vezető egyértelmű út áthalad i-n.
Si(G)-vel pedig a {j ∈ V : i ≤ j} halmazt jelöljük, vagyis azon csúcsok halmazát,
melyek i-ből iránýıtott úton elérhetőek.

6.1. Defińıció. Egy Γ(V,E, b, c,N) fixfa hálózat akkor sztenderd, ha az alábbi
tulajdonságok teljesülnek:

– A c költségfüggvény nemnegat́ıv számokat rendel az élekhez.

– A csúcsokhoz tartozó költségek nullák, azaz b(v) = 0 minden v ∈ V esetén.

– A gyökérhez nincs hozzárendelve egyetlen játékos sem.
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– Minden v ∈ V levélhez (vagyis olyan csúcshoz, amiből további csúcs már
nem érhető el) tartozik legalább egy játékos.

– Ha v ∈ V -t nem birtokolja egyetlen játékos sem, akkor van legalább két
csúcs, v1 ̸= v2, amikre (v, v1), (v, v2) ∈ E.

– Pontosan egy olyan v ∈ V létezik, amire (r, v) ∈ E.

A (V,E) gráfot a továbbiakban G-vel, a Γ(V,E, b, c,N) sztenderd fixfa hálóza-
tot pedig Γ(G, c,N)-nel fogjuk jelölni. A játékosok célja, hogy a hálózaton keresz-
tül össze legyenek kötve a gyökérrel. Tekintsünk a fenti példát, ahol gazdálkodók
egy csoportja egy közös csatornarendszeren keresztül szeretné ellátni földterületeik
öntözését. Ez a csatornahálózat egy ponton csatlakozik a főcsatornához, ahonnan
a v́ızellátást fedezni tudják, ez lesz a gyökércsúcs. A felhasználók lesznek a gráf
csúcsai, minden él a hálózatban a gyökértől kifelé, a felhasználók felé van iránýıtva.
A felhasználóknak kell fedezniük a gyökértől a csúcsaikba irányuló út költségeit.
Hasonlóképpen a felhasználók egy csoportja, koaĺıciója akkor van összekötve a
gyökérrel, ha a koaĺıció minden egyes tagja elérhető a gyökérből iránýıtott úton.
Ekkor a csoport együttesen fedezi a részgráfon fellépő összköltséget. A koopera-
t́ıv játékelmélet az ilyen t́ıpusú szituációkhoz az (N, vc) kooperat́ıv költségjátékot
rendeli, amire a továbbiakban az egyszerűség kedvéért (N, c) rendezett párként
fogunk hivatkozni.

A gráfban az S ⊆ N koaĺıció tagjaihoz tartozó csúcsokat a gyökérrel összekötő
egyértelmű utak unióját fa buroknak (vagy törzsnek) nevezzük, és S̄-sal jelöljük.
A következő álĺıtás bizonýıtása megtalálható Koster et al. [13] cikkében.

6.1. Álĺıtás. Egy Γ(G, c,N)-hez tartozó sztenderd fixfa probléma esetén
fennáll az alábbi egyenlőség: c(S) =

∑
v∈S̄

c(ev), minden S ⊆ N esetén, ahol ev

azt az élt jelöli, ami a v csúcsot a gyökérrel összekötő úton a v-re, és az őt meg-
előző csúcsra illeszkedik.

A bizonýıtás során az egyetértési játék duálisai adják a vonatkozó költségjáték
reprezentációjának alapját. Ehhez tekintsük az alábbi két defińıciót:

6.2. Defińıció. Az N játékoshalmazon minden T ∈ 2N \∅, illetve S ⊆ N esetén
legyen

uT (S) =

{
1, ha T ⊆ S

0 különben.

Az uT játékot a T koaĺıcióhoz tartozó egyetértési játéknak nevezzük.

6.3. Defińıció. Az N játékoshalmazon minden T ∈ 2N \∅, illetve S ⊆ N esetén
legyen
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ūT (S) =

{
1, ha T ∩ S ̸= ∅
0 különben.

Az ūT játékot a T koaĺıcióhoz tartozó egyetértési játék duálisának nevezzük.

Megmutatható (Márkus et al. [17]), hogy az egyetértési játék duálisa meg-
egyezik egy megfelelő repülőtér játékkal. A fentiek seǵıtségével a sztenderd fixfa
problémához tartozó költségjáték a következőképpen adható meg:

6.2. Álĺıtás. Legyen Γ(G, c,N) egy sztenderd fixfa probléma, ekkor a vonat-
kozó (N, c) játék a következőképpen reprezentálható: c =

∑
v∈V \{r}

c(ev) · ūSv(G),

ahol ev azt az élt jelöli, ami a v csúcsot a gyökérrel összekötő úton a v-re és az őt
megelőző csúcsra illeszkedik, Sv(G) pedig a v-ből iránýıtott úton elérhető csúcsok
halmaza.

Sztenderd fixfa játékok esetén a magról a következő álĺıtásokat tudjuk (a bizo-
nýıtások, illetve további reprezentációk megtalálhatók itt: Koster et al. [13]):

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, és x(S̄) ≤ c(S̄),
minden S̄ fa-burok esetén.

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, és minden e =
(i, j) ∈ E élre: ∑

j∈Ve\{i}

xj ≥
∑

e′∈Ee

c(e′).

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha létezik y1, . . . , yn, ahol yj

(minden j ∈ 1, . . . , n-re) az RSj(G) egység-szimplex egy pontja, és

xi =
∑

j∈N(Pi(G))

yji c(ej), ∀i ∈ N,

ahol Pi(G) jelöli az iránýıtott fában az i-t a gyökérrel összekötő úton lévő
csúcsok halmazát.

(Itt felh́ıvnám a figyelmet arra, hogy mag sztenderd defińıciójához képest a
költségjátékok esetén a definiáló relációk megfordulnak, mivel a mag eredetileg a

”
minél nagyobb” kifizetésekről szól, ez pedig nemnegat́ıv költségfüggvény esetén

”
minél kisebb” költség megvalósulását jelenti.)

6.1. Megjegyzés. A 3. pont alapján egy-egy magbeli megoldás generálása egy-
szerű (ld. Koster et al. [13]).
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6.2. Megjegyzés. Mivel a fixfa problémák speciális költségjátékokhoz vezet-
nek, ı́gy a 4.1. megjegyzés értelmében tudjuk, hogy a magjuk nemüres, illetve
a Shapley-érték magbeli megoldást ad a vonatkozó elosztási problémára.

A Shapley-érték fixfa játékok esetén a következő, ún. soros elosztási szabály
seǵıtségével számolható (Littlechild és Owen [15]):

xi =
∑

j∈Pi(G)\{r}

c(ej)

#Sj(G)
,

ahol # jelöli az adott halmaz elemszámát.
Ez olyan szempontból is fontos eredmény, hogy amı́g egyes játékosztályok ese-

tén a Shapley-érték meghatározása számı́tási szempontól bonyolult, addig ebben
a speciális esetben, vagyis a fixfa játékok esetén a soros elosztás szabálya alapján
könnyen kiszámolható.

6.1. Példa. Tekintsük szemléltetésképp az 1. ábra fixfa hálózatát:

1. ábra. Fixfa probléma hálózata.

A vonatkozó költségjátékot az alábbi táblázat adja meg:

S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
vc(S) 0 12 5 13 17 25 13 25

Ekkor a játék Shapley-értéke: ϕ(v) = (12; 2, 5; 10, 5).

(Megjegyezném, hogy a példa egy nem sztenderd 3 fős fixfát ábrázol, mivel a
gyökér nem egyetlen csúcshoz kapcsolódik. Ez a bemutatott algoritmusok tekin-
tetében nem releváns, azonban a gyökér után egy senki által sem birtokolt plusz
csúcs, illetve két 0 értékű él hozzávételével sztenderddé tehető, ha erre az alkal-
mazás miatt feltétlen szükség van.)

A nukleolusz kiszámolása esetén ugyanaz a probléma, mint a Shapley-értéknél,
általánosságban bonyolult. Fixfa játékok esetén azonban a következő, ún. festőal-
goritmussal könnyen számolható (ld. például Borm et al. [6] vagy Maschler et al.
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[18]). Tegyük fel, hogy a fa csúcsai házak, az élek pedig utak, amik a házakat kötik
be a közösségi házhoz, ami a gyökér. Az élek költsége azt mutatja, hogy egyetlen
munkás (akit a tulajdonos felbérel) hány óra alatt tudja megfesteni az adott útsza-
kaszon az út felfestéseit. A házaktól induló festési megoldást a következő szabályok
alapján kaphatjuk meg:

1. Minden munkás azonos sebességgel fest.

2. Minden munkás egészen addig dolgozik, amı́g az otthonától a közösségi házig
vezető úton nincs készen a felfestés.

3. Minden munkás egy, az otthona és a közösségi ház között vezető befejezetlen
útszakaszon dolgozik.

4. Amennyiben egy szakasz a munkás, és a fában az őt megelőző lakó között
nincs kész, a munkásnak azon a szakaszon kell dolgoznia.

5. Minden munkás a hozzá legközelebbi szakaszokon dolgozik az 1-4 pontok
szerint.

A 6.1. példa esetén ez azt jelenti, hogy az 1-es játékos dolgozik az előtte lévő
élen, mı́g a 2-es, 3-as a 2-es előtti élen, mindhárom fejenként 2,5 órát. Ezt követően
a 2-es játékos végzett, az 1-es tovább fest még 9,5 órát a saját szakaszán, a 3-as
pedig folytatja a munkát az előtte lévő élen 8 órán át. Így a játék nukleolusza
(12; 2,5; 10,5), ami ebben az esetben megegyezik a Shapley-értékkel.

A festőalgoritmust egy, a közösségi háztól induló megoldás szerint módośıt-
hatjuk úgy, hogy a 4-es pontot elhagyjuk, az 5-öst pedig ı́gy módośıtjuk: minden
munkás a közösségi házhoz legközelebbi szakaszokon dolgozik az 1-3 pontok szerint.
Ebben az esetben a módośıtás eredményeképp éppen a Shapley-értéket kapjuk.

A fixfa játékok egyik általánośıtása az ún. FMP-játékok (fixed tree games
with multilocated players), ahol egy-egy játékos több csúcsot is birtokolhat, ı́gy
alternat́ıv lehetőségei vannak a gyökércsúccsal való összeköttetésre. Ezekről a
játékokról bővebben Hamers et al. [12] cikkében olvashatunk. A szerzők azt is
megmutatják, hogy egy FMP-játék magja megegyezik a vonatkozó szubmoduláris
sztenderd fixfa játék magjával.

Bjørndal et al. [5] cikkükben olyan sztenderd fixfa játékot vizsgáltak, ahol a
játékosokhoz hozzá vannak rendelve bizonyos súlyok (pl. öntözési rendszer esetén
a felhasznált v́ızmennyiség stb). A festőalgoritmus általánośıtásaként definiálják
az ún. súlyozott festőalgoritmust, mindkét (házaktól, illetve a közösségi háztól
induló) irányban. Megmutatták, hogy az ı́gy kapott két megoldás az ún. súlyozott
Shapley-értéket, illetve a nukleolusz egy általánośıtását adja eredményül.
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7. Alkalmazások

7.1. Fenntartási vagy öntözési játékok

A fixfa játékok egy elterjedt alkalmazási területe az ún. fenntartási játékok (ma-
intenance games). Ezek olyan szituációkat ı́rnak le, ahol játékosok, felhasználók
egy csoportja egy fixfa hálózaton keresztül kapcsolódik egy bizonyos szolgáltatóhoz
(ez a fa gyökércsúcsa). A hálózat minden élének adott a fenntartási költsége, a
kérdés pedig az, hogy miként osszuk el

”
igazságosan” a teljes hálózat fenntartási

költségét (ami az éleken vett költségek összege) a felhasználók között.
Egy kevésbé elterjedt elnevezés ugyanezen fixfa játékokra az ún. öntözési já-

tékok (irrigation games), melyek egy konkrét v́ızgazdálkodási problémához kap-
csolódnak. Gazdálkodók egy csoportja egy közös csatornarendszerből (hálózatból)
fedezi a földjeik öntözését, amely egy kitüntetett ponton (gyökér-csúcs) csatlako-
zik a főcsatornához. Ennek a hálózatnak a költségeit szintén a gazdálkodók között
kell elosztani. Aadland és Kolpin [1] 25 Montana állambeli csatornarendszert vizs-
gált, ahol az adott szituációkban két különböző t́ıpusú költségelosztási módszert
alkalmaztak az ottani gazdálkodók. Az egyik az átlag szerinti elosztások, a másik
a soros elosztások t́ıpusa. Az első esetén az összköltséget egyenlően osztották fel a
gazdálkodók között. Érezzük azonban, hogy ez nem minden szempontból igazsá-
gos, például ha valaki a hálózat elején van, nem használja ugyanolyan mértékben
a rendszert, mint valaki a hálózat legvégén. A soros elosztási elv szerint minden
egyes csatornaszakasz költségét egyenlően kell szétosztani azon felhasználók kö-
zött, akik az adott szakaszt használják. Egy-egy játékos pedig az általa használt
csatornaszakaszok utáni szakaszonkénti költségek összegét fizeti. A soros elosztási
elv rendelkezik az ún. szubvenciómentességi tulajdonsággal, ami azt jelenti, hogy
ebben az elosztásban senki nem fizet többet, mint amennyit akkor kellene fizetnie,
ha a hálózat csak belőle állna. Vagyis úgymond nem

”
támogatja”a tőle hátrébb el-

helyezkedőket. Littlechild és Owen [15] azt is megmutatták, hogy a soros elosztási
elv szerinti megoldás fixfa hálózatok esetén megyezik a Shapley-értékkel.

Aadland és Kolpin [2] azt is vizsgálták, hogy mik azok a környezeti, geográfiai
tényezők, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott költségelosztási
elv kiválasztásában befolyásoltak. A soros és átlag szerinti költségelosztások to-
vábbi tulajdonságait fixfák esetében pedig többek között Kovács és Radványi [14]
vizsgálta.

7.2. Folyóelosztási, illetve folyótiszt́ıtási problémák

Bizonyos szempontból a fixfa játékok alá sorolhatóak a folyóelosztási, illetve
a folyótisźıtási problémák modellezésére szolgáló játékok is. Alapvetően egy spe-
ciális fixfa játékról van szó, ahol a fa egyetlen útból (lánc) áll. Adott egy folyó,
és a folyó mentén elhelyezkedő játékosok, ezek lehetnek országok, városok, folyó
menti vállalatok stb. A folyó menti elhelyezkedésük pedig definiál egy természe-
tesen adódó sorrendet a játékosok között, a folyó sodrása mentén, i < j jelenti,
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hogy az i játékos a j-hez képest a folyó mentén feljebb helyezkedik el. Adott
egy tökéletesen osztható jószág, a pénz, illetve a folyóból kinyerhető v́ızmennyi-
ség, amit a játékosok egy hasznossági függvény szerint értékelnek. A folyóelosztási
problémák esetén pl. nemzetközi viszonylatban elmondható, hogy egy-egy ország
a saját folyószakaszán bizonyos szempontból teljhatalommal rendelkezik a folyó
vize felett. Az alatta lévőknek nem mindegy, hogy milyen és mennyi vizet enged
tovább az ország, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a felette lévő országok hogy
rendelkeznek a folyóval az őt megelőző szakaszon. Nemzetközi egyezmények men-
tén lehet ezeket a kérdéseket szabályozni, ezek modellbe való beéṕıtése már kilép
a fixfa játékok eddig tárgyalt köréből. Ambec és Sprumont [4] cikkében a szerep-
lők (országok) folyó menti elhelyezkedése határozza meg a v́ızmennyiséget, amit
kontrollálnak, és a jólétet, amit ezáltal biztośıtani tudnak maguknak. Ambec és
Ehlers [3] azt vizsgálták, hogy miként lehet hatékonyan elosztani egy folyót a kap-
csolódó országok között. Megmutatták, hogy az együttműködésből pozit́ıv módon
profitálnak az abban résztvevők, illetve megadták, hogy miként lehet a profitot
elosztani.

A folyótiszt́ıtási problémák esetén hasonló a kiindulási struktúra. Adott a folyó,
ennek mentén az országok (vállalatok, gyárak stb), illetve a szennyezés mértéke,
amit az egyes szereplők kibocsájtanak. A folyó minden egyes szakaszán adottak
a tiszt́ıtási költségek is, ı́gy a kérdés az lesz, hogy ezeket a tiszt́ıtási költsége-
ket hogyan osszák fel egymás között. Mivel a folyó mentén feljebb elhelyezkedők
szennyezése befolyásolja a szennyezettséget, és ezáltal a tiszt́ıtási költséget az utá-
nuk lévő szakaszokon is, ı́gy egy egyetlen útból álló fixfa struktúrát kapunk. Ni és
Wang [20] két különböző aspektusból vizsgálták a tiszt́ıtási költségek elosztásának
kérdését. Nemzetközi szinten két doktŕına létezik, az abszolút területi szuvere-
nitás, illetve a határokon felüli területi integritás. Az első értelmében az adott
országnak teljes szuverenitása van a területén belüli folyószakasz felett, a második
szerint pedig egyetlen országnak sincs joga a természeti adottságok megváltoz-
tatásához, a szomszédos országok kárára. Ezen két doktŕına figyelembevételével
azt vizsgálták, hogy milyen elosztási módszerek adottak a folyótiszt́ıtási költsé-
gek elosztásakor, és ezek milyen tulajdonságokkal rendelkeznek. Megmutatták,
hogy mindkét esetben adott egy-egy elosztási módszer, amely a megfelelő koope-
rat́ıv játékban megegyezik a Shapley-értékkel. Ebből kiindulva Gómez–Rúa [10]
azt vizsgálta, hogy a tiszt́ıtási költség bizonyos környezeti adók figyelembevéte-
lével hogyan osztható szét. Mik azok az elvárt tulajdonságok, amelyeket valós
szituációkban országok adózási stratégiájában elő́ırnak, és ezek hogyan implemen-
tálhatóak a konkrét modellek esetén. Megvizsgálta, hogy adott elosztási stratégiák
mely tulajdonságokkal karakterizálhatók, és megmutatta, hogy az egyik elosztási
szabály megegyezik a vonatkozó játék súlyozott Shapley-értékével.
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8. Összefoglalás

A cikkben a kooperat́ıv játékelmélet alapfogalmainak bemutatásán túl defini-
áltuk a fixfa játékok osztályát. Ezen speciális játékosztály olyan gazdasági szi-
tuációk modellezésében nyújt seǵıtséget, amelyek fa struktúrájú gráfokkal repre-
zentálhatók. Például egy csatornahálózat esetén a felhasználók egy fa struktúrá-
jú hálózaton keresztül jutnak v́ızhez. Ennek a hálózatnak a kitűntetett pontja
(a fa gyökere) a szolgáltató, a többi csúcsai pedig a felhasználók. A hálózat élei,
illetve az azokon definiált költségek jelzik az egyes felhasználók hálózathoz való
kapcsolódását, illetve a hálózat kiéṕıtésének vagy a szolgáltatás igénybevételének
költségét. Egy-egy ilyen hálózat működésekor felmerül az a természetes kérdés,
hogy a fennálló költségeket hogyan osszák szét

”
igazságosan” az egyes szereplők

között. Megmutattuk, hogy a problémához kapcsolódó fixfa játékok esetén mindig
létezik olyan elosztás, ami egyéni és koaĺıciós szinten is elfogadható, speciálisan
ez azt jelenti, hogy a vonatkozó játék magja mindig nemüres. Bemutattunk két
elterjedt elosztási megoldást, a Shapley-értéket, illetve a nukleoluszt (ami mindig
magbeli.) A Shapley-érték nem feltétlenül ad magbeli megoldást, viszont olyan
tulajdonságokkal rendelkezik, amelyek sok esetben intuit́ıv módon elvártak adott
elosztási kérdés megoldása esetén. A nukleolusszal szemben pedig akkor is létezik,
amikor az adott játékban a mag üres, vagyis ebben az esetben is bizonyos

”
igaz-

ságossági” feltételeknek eleget tevő megoldással tudunk szolgálni. A fixfa játékok
esetén viszont a Shapley-érték is mindig magbeli, esetenként megegyezik a nukle-
olusszal. Számı́tási szempontból általában mindkét megoldás bonyolult, azonban
a fixfa játékok osztályán mindkét esetben létezik olyan algoritmus, amellyel ha-
tékonyan számolható. Az, hogy adott szituációban melyik megoldást érdemes
választani, a konkrét problémától függ. Mindkét megoldásnak vannak olyan tulaj-
donságai, amelyek miatt bizonyos esetekben előnyösebbek, ezt a konkrét helyzetre
vonatkozóan kell kiértékelni.

A cikk az elméleti alapok után az utolsó fejezetben olyan alkalmazási lehe-
tőségeket mutat be, amelyek valós v́ızgazdálkodási problémákhoz köthetőek. Az
öntözéses gazdálkodás területéről származó probléma esetén egy csatornarendszer
fenntartási és működési költségeit kell szétosztani, a folyótiszt́ıtási probléma esetén
pedig a folyószennyezés kapcsán felmerülő tiszt́ıtási költségeket. Természetesen az
alkalmazási lehetőségek köre ennél jóval szélesebb, számos olyan valós gazdasági
(és nemcsak gazdasági) probléma létezik, ami hálózattal reprezentálható, és va-
lamilyen elosztási (költség, bevétel, haszon stb.) kérdést vet fel. A cikk célja az
volt, hogy a kooperat́ıv játékelmélet seǵıtségével egy olyan eszköztárat mutasson
be, ami előseǵıti a modellezést, és speciális elosztási problémák (fixfa struktúrák)
esetében jól számolható megoldásokat szolgáltat.
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STANDARD FIXED TREE GAME AND ITS APPLICATIONS TO WATER

MANAGEMENT PROBLEMS

Anna Ráhel Radványi

This paper aims to provide an introduction to the toolset of cooperative game theory through
standard fixed tree games, a special game class. This increasingly popular area provides solution
concepts for a wide range of practical applications, different economic cost allocation problems,
among others. Standard fixed tree games represent a tree structure network where nodes of the
network denote users using a service via the network. Our aim is to find ”fair” allocations for the
costs arising from using the system. After introducing the basic concepts and model we present
water management applications based on real-world problems. We present one specific area of
cooperative game theory, however, fixed trees provide an effective solution to more problems than
those demonstrated through examples in this paper.

Keywords: cooperative game theory, fixed tree game, allocation, water management
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