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KOOPERATIV SZTENDERD FIXFA JATEKOK BES ALKALMAZASUK A
VIZGAZDALKODASBAN

RADVANYI ANNA RAHEL

A cikk alapvetd célja betekintést nyijtani a kooperativ jatékelmélet esz-
koztaraba, egy specialis jatékosztdlyon, a sztenderd fixfa jatékok osztalydn
keresztiill. A napjainkban egyre népszeriibb tudoményédg olyan megolda-
si koncepcidkat szolgédltat, melyek széleskorii gyakorlati alkalmazdast tesz-
nek lehetévé, tobbek kozott kiillonbozé gazdasigi problémék koltségelosztasi
kérdéseire adnak megoldasi javaslatokat. A sztenderd fixfa jatékok egy fa
struktiraju hélézatot reprezentalnak, ahol a halézat csicsai felhasznalokat
jelolnek, akik a halozaton keresztiil vesznek igénybe egy bizonyos szolgal-
tatdst. A felmeriil6 koltségek szétosztasara keresiink ,igazsigos” elosztaso-
kat. Az alapvetd fogalmak bemutatdsa és a modell definidlasa utdn konkrét
vizgazdalkodéasi alkalmazdsokat mutatunk, amelyek valés gazdasédgi problé-
makon alapulnak. A cikk a kooperativ jatékelmélet egy szeletét mutatja be,
ugyanakkor jél lathatd, hogy a specifikusan bemutatott példédkon til hasonld
struktiraji problémék modellezéséhez is hatékony megoldasokat szolgaltat.

1. Bevezetés

A kooperativ jatékelmélet jelentésége elvitathatalan. A matematika, illetve a
kozgazdasdgtan hatarmezsgyéjén elhelyezked6 tudomanyteriilet eszkoztara leheto-
vé teszi szamunkra, hogy olyan gazdasagi szituaciékat modellezziink, elemezziink,
amelyekben a felek kozotti egytittmiikodésen, és a kozosen elért eredményen van
a hangsuly. Az ilyen jellegli szitudcidkban alapvetéen két kérdéskort vizsgalunk:
milyen kooperdcids csoportok (koalicidk) jonnek létre, illetve hogyan tudjuk elosz-
tani az egylittmiikodésbol eredd hasznot a résztvevé felek kozott. A kooperativ
jatékelmélet teriiletén az utébbi évtizedekben szamos elméleti eredmény sziiletett,
de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jellegliek, hanem a gyakorlat-
ban is alkalmazhatd/alkalmazott megolddsokat szolgaltatnak. Példdul 1933-ban
a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee-volgy gazdasigi irdnyitdséra
létrejoveo tarsasag esetében, amely tobbek kozott a térség vizgazdédlkodasi problé-
mainak iranyitdsaval is foglalkozott. Koltségelosztasi megoldasaik kozott olyanok
is szerepelnek, amelyek megfeleltetheték kooperativ jatékelméleti megoldaskoncep-
ci6knak, ezen eredményeket Straffin és Heaney [33], a TVA munkéssigat jatékel-
méleti szempontbdl is bemutatd cikkében olvashatjuk. Célunk elsésorban az lesz,
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hogy egy specialis jatékosztélyt, a sztenderd fixfa jatékok osztalyat bemutassuk, és
példakkal szolgaljunk a vizgazdalkodas teriiletérdl szarmazé alkalmazhatosagukra.
Tovéabbi jatékelméleti alkalmazéasokat vizgazdalkodasi problémakra Parrachino et
al. [21] munkdjdban olvashatunk. A fixfa struktirdn til szdmos egyéb gréfelméleti
modell is alkalmazhatd, ilyen példaul a legrévidebb 1t jatékok osztalya, melyekrol
bévebben példdul Fragnelli et al. [8], illetve Pintér és Radvényi [27] cikkeiben
olvashatunk.

A cikk felépitése a kovetkezs: A bevezetét kovetd 2. fejezetben a TU-jatékok
alapvetd fogalmait mutatjuk be. A 3. szakaszban ismertetjiik az elosztdsokra vo-
natkozo legfontosabb fogalmakat, valamint a mag elosztést. A 4. és 5. fejezetekben
bemutatasra keriil a Shapley-érték, illetve a nukleolusz, a két legismertebb megol-
daskoncepcié. A 6. szakaszban definidljuk a fixfa jatékok modelljét, a 7. fejezetben
pedig konkrét vizgazdalkodasi alkalmazasokat mutatunk, amelyek valos gazdasagi
problémaéakon alapulnak. Ezutan roviden osszefoglaljuk az olvasottakat.

A kovetkezOkben tehat megismerkediink a kooperativ jatékelmélet legfontosabb
alapfogalmaival és Osszefiiggéseivel. Definicidinkban és jeloléseinkben alapvetéen
Peleg és Sudholter [22] kényvére, valamint Solymosi [32] jegyzetére tamaszkodunk.

2. TU-jatékok

Egy koaliciés formaban megadott jatékot kooperativnak neveziink, ha egy ja-
tékban kikényszerithetd szerz6dések vannak. Azaz a jatékosoknak lehetéségiik
van a kifizetés elosztasarol vagy a valasztott stratégiarél megallapodasokat kotni,
még akkor is, ha ezeket a megallapodasokat az adott jaték szabdlyai nem irjak
elé. Szerzédések, illetve megéllapodédsok kotése tobbek kozott a kozgazdasagtan-
ban elterjedt tevékenység, példaul minden egyfordulds eladdé-vevs tranzakcio egy
megallapodés. S6t, ez tobblépcsds tranzakcidk esetében is elmondhatd. Egy meg-
allapoddst dltaldban akkor tekintiink megkotottnek, ha a megsértése olyan (akdr
magas pénzbeli) biintetéssel jdr, ami visszatartja a jatékost a megszegéstol.

A kooperativ jatékokat két csoportba soroljuk: az atruhdzhaté és az &t nem
ruhdzhaté hasznossdgu jatékok csoportjaiba. Az atruhdzhaté hasznossiguak ese-
tében feltessziik, hogy a jatékosok egyéni preferencidi egy kozvetitd eszkoz (pl.
pénz) altal Gsszemérhetok. fgy egy konkrét koalicié tagjai a koalicié altal elért
kifizetést szabadon feloszthatjdk egymas kozott. Kovetve az elterjedt elnevezést,
ezeket a jitékokat TU-jatékoknak (transferable utility games) fogjuk hivni. Az
atruhdzhaté hasznossiggal nem rendelkez$ NTU-jatékok (non-transferable utility
games) esetén vagy ez a kozvetitd eszkoz hidnyzik, vagy ha van is ilyen kompen-
zaldst lehetOvé tevd jészdg, azt a szereplOk nem egyforma mértékben itélik meg.
Ezen tanulmany keretében TU-jatékokra szoritkozunk.
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2.1. Koalicios jatékok

Legyen N a jatékosok nemiires, véges halmaza, egy S koalicié pedig az N
halmaz egy részhalmaza.

2.1. Definicid. Egy dtruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jdték egy olyan (N, v)
par, ahol N a jatékosok véges, nemiires halmaza, v pedig egy fiiggvény, ami az N
minden S részhalmazahoz egy v(S) valds szdmot rendel hozzd. Minden esetben
feltessziik, hogy v(0) = 0.

2.1. Megjegyzés. Egy (N, v) kooperativ jatékot réviden v jatéknak is neveziink.
N a jatékosok halmaza, v a koalicios fiiggvény, S pedig az N részhalmaza. Ha az
S koalici6 1étrejon a v jatékban, akkor a koalicié tagjai megkapjdk a v(S) értéket,
amely szamot a koalicio értékének neveziink.

2.2. Megjegyzés. Egy adott S koalici6 a v(S) értéket tetszés szerint szétoszt-
hatja tagjai kozott. Egy = € RS kifizetés megualdsithatd, ha kielégiti a

Z x; < wu(S)
i€s
egyenl6tlenséget. Az atruhazhaté hasznossag valdjaban azt a tényt takarja, hogy

az S koalicid el tud érni minden megvaldsithaté kifizetést, illetve, hogy a hasznos-
sagok Osszege a koalicié hasznossaga.

A kooperativ jatékok legtobb alkalmazasaban altalaban egyének, vagy egyének
bizonyos csoportjai (példdul szakszervezetek, varosok, nemzetek) toltik be a jaté-
kosok szerepét. Néhany érdekes kozgazdasagi jatékelméleti modellben a jatékosok
azonban nem egyének, hanem kozgazdasdgi projektek céljai, termelési tényezok,
illetve egyéb szituacidk kozgazdasagi valtozoi.

2.2. Definicid. Egy (N,v) jaték szuperadditiv, ha
v(SUT) >v(S)+v(T)

minden S;T C N és SNT = ) esetén. (Forditott reldcié fennélldsa esetén szub-
additiv jatékrodl beszéliink.)

Amennyiben az S UT koalici6 létrejon, tagjai donthetnek gy, mintha S és T
kiilon-kiilon jottek volna létre, ekkor a v(S)+v(T) kifizetést érik el. Mindazonéltal
a szuperadditivitds sokszor sériil. Léteznek trosztellenes torvények, melyek az SUT
koalici6 profitjat csokkentenék, ha a koalicié 1étrejonne.

2.8. Definicié. Egy (N,v) jaték konvez, ha
v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT)

minden S, T C N esetén.
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Nyilvanval6, hogy egy konvex jaték szuperadditiv is. A kévetkez6 ekvivalens
karakterizécié konnyen meggondolhaté: egy (N, v) jaték pontosan akkor konvex,
haVie N-re

o(SU{i}) = (8) < o(T U {i}) — o(T)

VS CTCN\{i} esetén.

Tehat egy jaték akkor és csak akkor konvex, ha a jatékosoknak egy koaliciéhoz
valé egyéni hatdrhozzdjérulasai (v(S U {i}) — v(S)) monoton névéek. Konvex ja-
tékok tobbek kozott a konkav koltségjatékokhoz kapcsolodd megtakaritasi jatékok
is, ezekkel késobb foglalkozunk még.

2.4. Definicid. Egy (N,v) jaték konstans dsszegi, ha VS C N-re
v(S) +v(N\S) =v(N).

Konstans 6sszegli jatékokkal mar a jatékelmélet kezdeti szakaszaiban is sokat
foglalkoztak (Neumann [37]).

2.5. Definicid. Egy (N,v) jaték lényeges, ha v(N) > > v({i}).
iEN

2.6. Definicio. Egy (N, v) jaték additiv, ha VS C N esetén v(S) = > v({i}).

€S

Az additiv jatékok nem lényeges jatékok, ezek a jatékelmélet szemszogébol
trividlisnak mondhat6ak. Ha ugyanis minden i € N jétékos igénye legaldbb v({i}),
akkor a v(IN) érték elosztdsa egyértelmiien meghatarozott.

2.3. Megjegyzés. Legyen N a jatékosok, R a valds szdmok halmaza. Jeldlje
RY az N-bél R-be mend fiiggvények halmazit. Ha x € RN és S C N, akkor

z(S) = > =

i€S

2.4. Megjegyzés. Legyen N a jatékosok halmaza, x € RY, az eddigiek szerint
tekintsiik z-et mint koaliciés fiiggvényt. Igy (IV, x) koaliciés forméban adott jaték,
ahol z(S) = > x; minden S C N-re.

i€S

2.7. Definicid. Egy (N, v) jaték 0-normalizdlt, ha v({i}) = 0 Vi € N-re.
2.2. Koltségallokacids jatékok

Legyen N a jétékosok halmaza. A koltségallokacids probléma egy (N, v.) jaték-
bél indul, ahol N a jatékosok halmaza, a v, koalicids fiiggvény pedig a problémahoz
tartozé koltségfiiggvény. Intuitiv moédon N lehet egy kozmii vagy kozépiilet po-
tencidlis felhaszndléinak halmaza. Minden felhasznédlét egy adott szinten, vagy
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egyéltaldn nem szolgdlunk ki. Legyen S C N. Ekkor v.(S) reprezentdlja az S tag-
jainak kiszolgaldsahoz sziikséges minimadlis koltséget. Az (N, v.) jatékot kaltségjd-
téknak nevezziik. Célunk pedig majd az lesz, hogy a jaték altal leirt szitudciéban
az Osszkoltség egy valamilyen modon igazsagos elosztasat adjuk meg a felhasznalok
kozott.

Az (N,v.) koltségjatékok kapcsolatba hozhatdk az (N, v) koalicids jatékok ko-
zill az Gn. megtakaritdsi jatékokkal, amelyek esetében vs(S) = > v.({i}) — vc(S)

€S

minden S C N esetén. (Szdmos alkalmazds kapcsolatba hozhaté a TU-jatékok jol
ismert alosztalyaival, példaul a koltségjatékok megegyeznek a nemnegativ, szub-
additiv, a megtakaritasi jatékok pedig a O-normalizalt, nemnegativ, szuperadditiv
jétékok osztélydval, 1d. Driessen [7].)

Legyen (N, v.) egy koltségjaték, (IV,vs) pedig a hozzd tartozé megtakaritdsi
jaték. Ekkor (N, v.):

— szubadditiv, vagyis
0e(S) +ve(T) = v(SUT)

minden S,T C N és SNT = () esetén pontosan akkor, ha (N, v,) szuperad-
ditiv;

— konkdv, vagyis
0e(S) + ve(T) > ve(SUT) +v.(SNT)
minden S, T C N esetén pontosan akkor, ha (IV,vs) konvex.

Az alkalmazédsokban a koltségjatékok tobbnyire szubadditivak (és monotonok)
(Id. Lucas [16], Young [38], illetve Driessen [36] tanulmanyait a koltségjatékokrol).

2.2.1. Megyei koltségelosztasi probléma

Tekintsiik példaképp a kovetkezd szituaciot. Varosok egy N csoportjanak (azaz
egy megyének) lehet8&sége van kozos vizellatd rendszer épitésére. Minden varosnak
van egy minimum vizigénye, amit vagy a sajat elosztérendszeriikkel, vagy néhany
masik, esetleg az Osszes tobbi varossal kozos rendszer segitségével elégitenek ki.
Egy S C N koalicié alternativ vagy egyéni v.(S) koéltsége az a minimdlis kolt-
ség, mellyel az S tagjainak igényei a lehet6 leghatékonyabb moédon kielégithetok.
Abbdl a ténybdl kiindulva, hogy egy S C N halmazt szamos kiilonb6z6 alrend-
szer szolgalhat ki, szubadditiv koltségjatékhoz jutunk. Ilyen jatékok vizsgédlataval
tobbek kozott Suzuki és Nakayama [34], illetve Young et al. [39] foglalkozott.
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3. Kifizetések és a mag

A gyakorlatban el6fordulé problémak kapcsan nemcsak azt fontos megvizsgal-
ni, hogy egy adott koalicié 1étrejon-e, illetve melyek azok a koalicidk, amelyek
létrejonnek. Lényeges tovabbd az is, hogy az adott koalicié tagjai meg tudnak-e
egyezni abban, hogy a koalicio altal elért 6sszhasznot mindenki szamara elfogad-
haté médon osszédk szét egymés kozott. Ezt az elosztast nevezziik majd a jaték
megoldasanak.

Gyakran el6fordul, hogy a jatékosok akkor érik el a legnagyobb kifizetést, ha
egyediil a nagykoalicié jon létre. Példaul a szuperadditiv jatékokkal modellezhetd
esetekben minden kozos taggal nem rendelkezd koaliciénak érdemes egyesiilnie,
mert ezéaltal nagyobb osszhaszonra tehetnek szert. fgy végiil minden jatékos a
nagykoalicié mellett fog donteni. Ez azonban nem mindig egyértelmti. Példaul
a csak 0-monoton vagy lényeges jatékkal modellezhet6 helyzetekben el6fordulhat,
hogy a jatékosok egy valddi részhalmazanak elénydsebb a beldliik &llé koaliciot
véalasztani a nagykoalicidval szemben.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy a nagykoalicié létrejon, azaz minden jaté-
kos szamara elonytsebb egyetlen koalicidba szervezodni. Ekkor a feladat az elért
maximalis 6sszhaszon mindenki szamara ,kielégit6” médon torténé szétosztasa.

3.1. Definicio. Az (N,v) jatékban a v(N) érték elosztdsa sordn keletkezd
z; € R értéket az i € N jatékos kifizetésének nevezziik.
A v koaliciés fliggvény altal leirt kooperativ jaték egy lehetséges kimenetelét a
jatékosok kifizetéseit tartalmazé z = (z1,...,2,) € RY kifizetésvektorral jellemez-
ziik.

3.2. Definicid. Az (N,v) jatékban az x = (x1,...,x,) kifizetésvektor

— elérhetd az S koalicié szdmadra, ha > z; < v(S),
i€S

— elfogadhaté az S koalicié szdméra, ha Y x; > v(S),

€S
— elénydsebb az S széméra, mint az y = (y1,. .., yn) kifizetésvektor, ha Vi € S
esetén x; > y;,
— az S koalicion keresztil domindlja az y = (y1, - . .,Yn) kifizetésvektort, ha az
S szdméra x elérhetd, és egyben elénydsebb, mint y (ezt & domg y-nal fogjuk

jeldlni),

— nem domindlt az S koalicion keresztil, ha nincs az S szdmara olyan elérhetd
z kifizetésvektor, amire z domg x,

— domindlja az y kifizetésvektort, ha létezik olyan S koalicié, amelyre x domg y
(ezt © dom y-nal fogjuk jelslni),

— nem domindlt, ha egyetlen S koalicion keresztiil sem dominalt.
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Az elérhetéd, elfogadhatd és elénydsebb fogalmak pusztin azokat a természetes
elvarasokat tiikkrozik, hogy egy koalicié tagjai a v(S) érték elosztdsa sordn csak
olyan kifizetéseket tudnak megvaldsitani, amik nem haladjak meg a koalicié &al-
tal elért osszhasznot. Ezen feliil pedig minden jatékos szeretné egyéni hasznat
maximalizalni, igy a szamara elényGsebb kifizetést szeretné vélasztani.

A dominancia fogalma pedig azt prébalja megragadni, hogy a jatékosok szaba-
don dénthetnek arrdl, hogy mely koalicié(k)ban kivdnnak részt venni, és egy adott
koalici6 csak akkor jon 1étre, ha tagjai azt egyontetiien akarjak.

3.1. Megjegyzés. Fennéllnak az alabbi 6sszefiiggések:

1. Az x kifizetésvektor pontosan akkor elfogadhaté az S koalicié szaméra, ha z
S-en keresztiil nem dominalt.

2. Tetsz6leges S C N esetén a domg aszimetrikus, irreflexiv és tranzitiv relacié.

3. A dom relacié mindig irreflexiv, de még egy szuperadditiv jatékban sem
feltétleniil aszimetrikus vagy tranzitiv.

3.1. A mag

A mag ([30], [9]) a kooperativ jatékelmélet egyik alapvetéen fontos fogalma.
Segitségével megfoghatobba valik, hogy egy jatékban melyek lesznek azok az el-
osztasok, amiket egy adott koalicid tagjai megoldasként elfogadnak. Tekintsiik az
aldbbi definicidt!

3.3. Definicid. Az (N,v) jatékban az x = (x1,...,z,) kifizetésvektor

— szétosztas, ha > x; = v(N), vagyis az N koalicié szamadra elfogadhaté és
iEN
elérhetd,

— elosztds (imputdcid), ha Y x; = v(N), és x; > v({i}) Vi € N-re, azaz olyan
iEN
szétosztds, ami minden egyszemélyes koalicié (azaz minden jatékos) szaméra
elfogadhato,

— mag elosztds, ha Y x; =v(N), és > x; > v(S) VS C N esetén, azaz olyan
iEN i€s
szétosztas, ami minden koalicié szamara elfogadhaté.

Egy (N, v) jatékban a szétosztasok halmazat I* (N, v)-vel, az elosztasok halma-
74t I(N,v)-vel, a mag elosztdsok halmazat pedig C(N,v)-vel jelsljiik. Ez utébbi
C(N,v) halmazt szoktuk réviden a kooperativ jaték magjanak hivni.

A mag tehat valamiféleképpen azt fejezi ki, hogy mik azok az elosztasok, me-
lyeket egy-egy adott koalicié tagjai elég ,igazsdgosnak” éreznek ahhoz, hogy elfo-
gadjak azt.
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3.2. Megjegyzés. 1gazak az aldbbi allitasok:

1. Tetszbleges (N, v) jaték esetén a szétosztdsok I*(N,v) halmaza egy hipersik,
azaz sosem ures.

2. Egy (N, v) jatékban az elosztdsok (imputdciék) I(N,v) halmaza pontosan

akkor nemiires, ha v(N) > > v({i}).
iEN

A fentieket a kovetkezd példan keresztiil szemléltetjiik.

3.1. Példa. Legyen (N,v) egy 3-szereplds, (0,1)-normalizalt jaték (azaz olyan
0-normalizalt jaték, ahol v(N) = 1). Az I*(N,v) szétosztashalmaz az x1+xo+rs =
1 egyenlet megolddsvektoraibdl 4116 hipersik. Az I(N,v) elosztdshalmaz pedig a
hipersikon elhelyezkedd, (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) cstcspontok altal meghatédrozott
egységszimplex lesz.

A mag nemiirességének kérdése azonban mér nem ilyen egyértelmi.
Kiilonboztessiink meg két esetet:

s o[ [ [ ([ (2 [ (L) [ (2.3) | (123}
v(S) | 0] O 0 0 2/3 2/3 2/3 1
, S [0 [ [8) [ (L2 [(13) [ (2.3} [ (1.2.8)
vS)lol ol o] o 1 1 1 1
Ha az 1. esetet tekintjiik, akkor azt tapasztaljuk, hogy ebben az esetben a mag
az egyetlen x = (%, %, %) kifizetésbdl 4ll. Ha viszont a 2. esetet nézziik, akkor

a kétszemélyes koalicidk esetében csak akkor lesz egy = = (x1,x2,x3) kifizetés
elfogadhatd, ha 1 + 22 > 1, 1 + z3 > 1, 2 + x3 > 1 mindegyike teljesiil, azaz
T, + T2 + x3 > % Ez viszont a nagykoalicié szamara nem elérhet6. Ebben az
esetben tehdt a jaték magja iires.

Az el6z6 példa méasodik esetében a mag azért iires, mert a nagykoalicié értéke a
t6bbi koaliciéhoz képest nem ,,elég nagy”. Tovabbi példak és egyéb meggondolasok
az aldbbi jegyzetben olvashatdék: Solymosi [32].

4. A Shapley-érték

Ebben a részben megismerkediink Shapley hiressé valt megoldaskoncepcidjaval,
a Shapley-értékkel [29], és dttekintjiik annak tulajdonsdgait. Shapley azt vizsgal-
ta, hogy egy adott jatékban egy szerepld szdmara mi lesz az ,értéke” annak, hogy
csatlakozik a jatékhoz. Azaz milyen ,,mérdszam” az, ami megadja egy jatékos sze-
repének értékét a jatékban. Bevezetjik a megoldas fogalmét, és rogzitiink néhany
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természetesen addédd axiémat, amik mar egyértelmiien meghatarozzak a Shapley-
értéket.

Jeloljiik GV-nel az N jatékoshalmazzal rendelkezé TU-jatékok halmazat. Meg-
olddsnak egy olyan 1 : GV — RY fiiggvényt neveziink, ami tetszéleges v € GV
jatékhoz hozzarendeli a v (v) = (1;(v));en € RY vektort, azaz megadja egy jatékos
értékét egy tetszéleges v € GV jatékban.

Legyen m : N — {1,...,n} a jatékosok egy sorbarendezése, IIy pedig a jaté-
kosok Osszes lehetséges sorbarendezéseinek a halmaza.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ : G¥ — RY megoldés
Y

hatékony (Pareto-optimdlis), ha Y 1;(v) = v(N),
iEN

— egyénileg elfogadhatd, ha 1;(v) > v({i}) minden i € N-re,

— egyenlden kezeld, ha Vi,j € N, VS C N\ {i,j} és v(SU{i}) = v(SU{j})
esetén ¥, (v) = ;(v),

— sallangmentes, ha ¥;(v) = v({i}), amennyiben ¢ € N sallang jatékos v-ben,
vagyis v(S U14) — v(S) = v({i}) minden S C N \ i-re,

— additiv, ha (v + w) = ¥(v) + Y (w) minden v,w € GN-re ((v + w)(9) :=
v(S) + w(S) értelmezéssel minden S C N-re),

— homogén, ha ¢¥(av) = arp(v) minden o € R-re ((aw)(S) := av(S) értelme-
zéssel minden S C N esetén),

— kovaridns, ha 1(av + 8) = atp(v) + b minden o > 0 és b € RY esetén (ahol
B a b vektor &ltal generdlt additiv jaték),

ahol a fenti feltételek minden v, w € GV-re fennéallnak minden tulajdonsig
esetén.

A hatékonysag felel azért, hogy szétosztast kapjunk. Az egyéni elfogadhatdsig
természetes reprezentacidja annak, hogy minden jatékos legalabb annyit ,,ér”, mint
a beléle 4116 egyszemélyes koalicié. Az egyenlben kezel$ tulajdonsdg azt fogalmazza
meg, hogy egy jatékos kifizetése csak a jatékban betoltott szerepétdl fiigg, olyan ér-
telemben, hogy azonos szerepet betoltd jatékosok azonos kifizetésben részesiilnek.
A sallangmentesség azt fejezi ki, hogy annak a jatékosnak az értéke, aki barmelyik
koalicidhoz csatlakozva az dltala elérheténél se nagyobb, se kisebb értékvaltozast
nem idéz eld, annyi legyen, mint amennyi ezen konstans hozzajdruldsa. A kovari-
ancia azért fontos, hogy egy esetleges skéla médositast az értékelés is ,,megfelel6en”
kovessen. Az additiv, illetve homogén tulajdonsagok mar nem ennyire egyértelmii-
en megkovetelhetek, egyiittes teljesiilésiik azonban a kovariancianél joval erésebb
tulajdonsagot eredményez.

Most pedig tekintsiik Shapley [29] megolddsdnak definicidjat:
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4.2. Definicio. Tetszbleges (N,v) jatékban az i € N jétékos Shapley-értéke a

et = Y BHERA= D s i) - uis)
SCN\i ’

szam, mig a jaték Shapley-megolddsa:
¢(v) = (pi(v))ien € RY.

4.1. ALLITAS. A Shapley-értékre az alébbi tulajdonsdgok teljesiilnek: haté-
kony; szuperadditiv (s6t 0-monoton) jatékban egyénileg elfogadhatd; nem feltétle-
niil magbeli elosztas; egyenléen kezelo; sallangmentes; additiv; homogén; és mivel
sallangmentes, kovetkezésképpen kovarians is.

4.1. TETEL. (Shapley [29]) Tetszbleges v € G jitékban a ¢(v) Shapley-
megoldas az egyetlen hatékony, egyenlben kezelS, sallangmentes és additiv
GN — RN fiiggvény.

A Shapley-érték tovéabbi axiomatizacids lehetdségeirél bévebben 1d. Pintér [23],
[24], [25], illetve [26] munkait.

Altalénosan is belthaté (Id. példaul Solymosi [32]), hogy a Shapley-érték
felirhat6 a kovetkezd alakban:

1
pi(v) = W Z z7 (v),

welly

ahol z™ jeloli a jatékosok m sorrendjéhez tartozé hatdarhozzajarulas-vektort. fgy
azt kapjuk, hogy a Shapley-érték a hatarhozzajarulds-vektorok egyenlGen sulyozott
atlaga.

4.1. Megjegyzés. Tetsz6leges konvex jatékban a mag mindig nemiires [31], és
a Shapley-érték mindig egy magbeli elosztast ad.

5. A prenukleolusz és a nukleolusz

Egy tetszbleges jaték magja altalaban vagy iires, vagy tobb elembél all. Ez
utobbi esetben felmeriil a kérdés, hogy a tobbféle mag elosztds koziil hogyan va-
lasszunk ki egyet, hiszen elvileg mindegyik egyéni, és koalicids szinten is elfogadha-
t6 megoldast ad. Két megoldast 6sszehasonlitva eléfordul, hogy egy adott koalicié
az egyik elosztds szerint jobban jar, 6k nyilvan azt preferalndk. De ez lehet, hogy
egy masik koaliciénak nem elonyosebb, sth. Kézenfekvé azt a megolddst vélaszta-
ni, ahol a legrosszabbul jaré koalici6 is a lehet6 legjobban jar.

5.1. Definicio. Egy adott (N,v) jatékban az S koaliciénak az z kifizetésnél
vett tobblete alatt az e(S,z) = v(S) — z(S) kiilonbséget értjiik.
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A tobblet tehat azt mutatja meg, hogy egy adott koalicié mennyit nyerhet (vagy
negativ nyereségek esetén mennyit veszithet) azdltal, hogy a nagykoaliciéban valé
részvételt és az x szétosztdst visszautasitja. A szétosztasok halmazan az iires,
illetve a nagykoalicié tobblete 0, igy csak a valddi részkoalicidk vizsgalata lesz
relevans, ezeket jeloljiik AV y-szal. Egy tetszéleges (N,v) jaték magja tehdt igy is
felirhat6: C(v) = {x € I*(v) : SI'Iéja\/)i e(S,z) < 0}. A szétosztdsok halmaza barmely

jatékban nemiires, a mag viszont csak akkor nemiires, ha a nagykoalicié értéke a
tobbi koaliciéhoz képest ,.elég nagy”.

Amennyiben tobb olyan szétosztdsunk/elosztdsunk is van, amiknél a legma-
gasabb tobblet a lehet6 legalacsonyabb, akkor ezek koziil stabilabbnak tartjuk
azokat, amelyek esetén a masodik legnagyobb tébblet is a lehet6 legalacsonyabb,
és igy tovabb. Ez egy olyan optimalizalasi sorozat, amelynek egyetlen kimenetele
van, szétosztdsok esetén a prenukleolusz, elosztasok esetén pedig a nukleolusz.

Rendezziik tehat az N -beli koalicidknak egy adott x € Ry kifizetés esetén
vett tobbleteit nemnovekvd sorrendbe:

E@)=1[-->e(S,z)>... :SeN,].

Legyen p(z) az E(x)-ben eléforduld tobbletszintek szama, t(z) a legnagyobb
tobblet, t?(x) a méasodik legnagyobb tobblet, stb, egészen t”(z)-ig, ami a leg-
alacsonyabb tobblet, vagyis t!(z) > t3(z) > --- > tP(z). A fenti jelolésekkel a
prenukleolusz és a nukleolusz definicigja tehat:

5.2. Definicid. (Schmeidler [28]) Egy (N,v) jaték N*(v) prenukleolusza /
N (v) nukleolusza a szétosztasok / elosztdsok azon halmaza, amelyek a szétosztd-
sok / elosztasok kozott lexikografikusan minimalizaljdk a nemnovekvd sorrendbe
rendezett tobbletek vektorat, azaz

N*(v) ={z € I*(v) : E(z) <1 E(y) Yy € I*(v)-re},
Nw)={z € I(v): E(z) <p E(y) Yy € I(v)-re},

ahol <y, jeloli a rogzitett komponenssorrendii vektorok kozotti gyenge lexikografi-
kus rendezést (vagyis A <j B pontosan akkor, ha A = B, vagy A; < B; az els6
olyan ¢ komponensre, ahol az A és B vektorok kiilonbéznek).

Schmeidler [28] azt is megmutatta, hogy tetszéleges jaték prenukleolusza egyet-
len elembdl all, illetve, hogy barmely elosztassal rendelkez6 jaték nukleolusza egyet-
len elosztasbdl all.

6. Fixfa jatékok

A fixfa jatékok struktirdjukbol adéddéan szamos gyakorlati alkalmazas model-
lezésében nytujtanak segitséget. Mint azt a fejezetben latni fogjuk, ezek a jatékok
specialis koltségjatékok, ezért tudjuk, hogy mindig 1étezik mag elosztds, nukleo-
lusz, a Shapley-érték pedig magbeli, ezért egy-egy elosztasi problémanak mindig
lesz megoldésa.
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Ebben a részben tehat olyan szituacidkkal foglalkozunk, amelyek grafelméleti
terminoldgiaval élve rogzitett fakkal modellezhetéek. Adott a résztvevok egy rog-
zitett, véges halmaza, akik egy rogzitett faval reprezentalhaté halézaton keresztiil
kapcsolédnak egy kitiintetett csicshoz, amit gyokérnek fogunk nevezni. Szamos
valés életbeli szituacié modellezhet6 igy. Vegyiik példaul azt az esetet, amikor
egy Ontozési csatornarendszer fenntartdsi koltségeit vizsgdljuk. A csatornarend-
szer felhaszndléi a héldzat cstcsai, a halézat élei az egyes csatornaszakaszokat,
az élek silyai pedig az adott szakasz fenntartasi koltségeit jelolik. A probléma
reprezentalhat6 egy kooperativ fixfa jatékkal, ahol az egyes csoportok, koalicidk
koltségét az a minimalis koltség adja, ami a csoport tagjait a gyokérrel 6sszekoto
élekhez tartozik. A fixfa jatékok modellje Megiddo [19] cikkébdl ered, aki bebizo-
nyitotta, hogy ezen jatékok esetén a Shapley-érték és a nukleolusz kiszamitasara
létezik hatékony algoritmus, a nukleolusz O(n?), a Shapley-érték O(n) idé alatt
kiszamolhaté.

Specidlis esetként meg kell emliteniink a ,repiil6tér/kifutépélya problémsk”
osztdlyat (airport problems), melyek egy eldgazdsmentes faval, tin. ldnccal mo-
dellezhetéek. Az ehhez kacsolddé repiildtér jatékok a sztenderd fixfa jatékok egy
valédi részhalmazat adjak. A repiil6tér jatékokat Littlechild és Owen [15] mutat-
tdk be az irodalomban, az osztédllyal kapcsolatos eredmények egy Gsszefoglalojat
pedig Thomson [35] cikkében olvashatjuk.

Nézziik tehat pontosabban a fixfa jatékokat. Granot és Maschler [11] olyan kolt-
ségjatékokat vizsgdltak, melyek I'(V, E, b, ¢, N) fixfa hdlézatokbdl erednek. Ebben
a rendezett otosben a (V, E) pdros alkotja az irdnyitott fat, V a csicsok, F az
élek halmaza. Az r csics szerepe a V-ben kitiintetett, ezt fogjuk gyokérnek (root)
nevezni. (A fa lehet irdnyitatlan is, ha a modell ugy kivénja, a jaték szempontjabdl
nem lesz kiilonbség.) Adott tovabba az élek halmazdn egy ¢ : E — R koltségfiige-
vény, ahol c(e) jeloli az e élhez tartozo teljes (kiépitési, iizemeltetési stb) koltséget.
Hasonléan adott a csiicsok halmazan is egy b : V. — R koltségfiiggvény. N a
felhasznélok, kés6ébbiekben jatékosok halmaza, minden i € N egy adott v(i) € V
csucshoz van hozzarendelve. Egy v cstcs akkor foglalt, ha legalabb egy jatékos
hozz4a van rendelve. Np-vel a T' C V csiicsokhoz tartozo jatékosokbdl allé koalici-
6t fogjuk jelolni. Sziikségiink lesz tovdbbd egy (részben-) rendezésre a csticsokon:
két i,7 € V cstcsra ¢ < j, ha a gyokértdl a j-hez vezet6 egyértelmi it athalad i-n.
Si(G)-vel pedig a {j € V : i < j} halmazt jeloljiik, vagyis azon csicsok halmazat,
melyek i-bdl irdnyitott iton elérhetoek.

6.1. Definicio. Egy I'(V, E, b, ¢, N) fixfa hél6zat akkor sztenderd, ha az alabbi
tulajdonsagok teljesiilnek:

— A c koltségfiiggvény nemnegativ szamokat rendel az élekhez.
— A csticsokhoz tartozé koltségek nulldk, azaz b(v) = 0 minden v € V' esetén.

— A gyokérhez nincs hozzarendelve egyetlen jatékos sem.
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— Minden v € V levélhez (vagyis olyan csicshoz, amibdl tovédbbi cstcs mér
nem érheté el) tartozik legaldbb egy jatékos.

— Ha v € V-t nem birtokolja egyetlen jatékos sem, akkor van legaldbb két
cstcs, v, # vg, amikre (v,v1), (v,v2) € E.

— Pontosan egy olyan v € V 1étezik, amire (r,v) € E.

A (V, E) grafot a tovdbbiakban G-vel, a T'(V, E, b, ¢, N) sztenderd fixfa haléza-
tot pedig T'(G, ¢, N)-nel fogjuk jelolni. A jétékosok célja, hogy a hélézaton keresz-
til Ossze legyenek kotve a gyckérrel. Tekintsiink a fenti példat, ahol gazdalkoddk
egy csoportja egy kozos csatornarendszeren keresztiil szeretné ellatni foldteriileteik
ontozését. Ez a csatornahédlézat egy ponton csatlakozik a fécsatorndhoz, ahonnan
a vizellatast fedezni tudjak, ez lesz a gyokércsics. A felhasznaldk lesznek a graf
csucsai, minden él a halézatban a gyokértél kifelé, a felhaszndldok felé van irdnyitva.
A felhasznéldknak kell fedezniiik a gyokértél a csicsaikba irdnyuld ut koltségeit.
Hasonléképpen a felhaszndlok egy csoportja, koalicigja akkor van Osszekotve a
gyokérrel, ha a koalicié minden egyes tagja elérhet6 a gyokérbdl iranyitott tton.
Ekkor a csoport egyiittesen fedezi a részgrafon fellép6 osszkoltséget. A koopera-
tiv jatékelmélet az ilyen tipusi szitudcidkhoz az (N, v.) kooperativ kiltségjatékot
rendeli, amire a tovdbbiakban az egyszer(iség kedvéért (N, c) rendezett parként
fogunk hivatkozni.

A grafban az S C N koalici6 tagjaihoz tartozo csucsokat a gyokérrel 6sszekotd
egyértelmi utak uniéjat fa buroknak (vagy torzsnek) nevezziik, és S-sal jeloljiik.
A kovetkezd allitds bizonyitdsa megtaldlhaté Koster et al. [13] cikkében.

6.1. ALLiTAS. Egy T'(G,c, N)-hez tartozé sztenderd fixfa probléma esetén
fenndll az aldbbi egyenléség: ¢(S) = > c(ey), minden S C N esetén, ahol e,

veS
azt az élt jeloli, ami a v cstcsot a gyokérrel dsszekdto titon a v-re, és az 6t meg-

el6z6 csucsra illeszkedik.

A bizonyitds sordn az egyetértési jaték dudlisai adjak a vonatkozd koltségjaték
reprezentacidjanak alapjat. Ehhez tekintsiik az aldbbi két definiciét:

6.2. Definicié. Az N jatékoshalmazon minden T € 2/V\ (), illetve S C N esetén
legyen

1 haTCS
S — ) =
ur(S) { 0 kiilonben.

Az ur jatékot a T koalicidhoz tartozé egyetértési jatéknak nevezziik.

6.3. Definicié. Az N jatékoshalmazon minden T’ € 2V \ (), illetve S C N esetén
legyen
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ar(S) = 1, hix?ﬂS#@
0 kiilonben.

Az ur jatékot a T koalicidhoz tartozé egyetértési jaték dudlisinak nevezziik.

Megmutathaté (Méarkus et al. [17]), hogy az egyetértési jaték dudlisa meg-
egyezik egy megfelel repiil6tér jatékkal. A fentiek segitségével a sztenderd fixfa
problémahoz tartozo koltségjaték a kovetkezoképpen adhatd meg:

6.2. ALLITAS. Legyen I'(G, ¢, N) egy sztenderd fixfa probléma, ekkor a vonat-
kozé (N, c) jaték a kovetkez6képpen reprezentdlhaté: ¢ = ) c(ey) - Ug, (q)s
veV\{r}
ahol e, azt az élt jeloli, ami a v cstcsot a gyokérrel dsszekots uton a v-re és az 6t
megel6z6 cstcsra illeszkedik, S, (G) pedig a v-bél irdnyitott iiton elérhetd csicsok
halmaza.

Sztenderd fixfa jatékok esetén a magrdl a kovetkezo dllitdsokat tudjuk (a bizo-
nyitasok, illetve tovabbi reprezentdcidk megtaldlhatSk itt: Koster et al. [13]):

— Egy z elosztdsvektor pontosan akkor magbeli, ha = > 0, és z(S5) < ¢(5),
minden S fa-burok esetén.

— Egy x elosztdsvektor pontosan akkor magbeli, ha > 0, és minden e =

(i,7) € E élre:
Z xj > Z c(e).

JEVe\{i} e'€F,

— Egy x elosztasvektor pontosan akkor magbeli, ha létezik 3, ...,y", ahol 3

(minden j € 1,...,n-re) az R% (%) egység-szimplex egy pontja, és
x; = Z ylc(e;), Vi€ N,
JEN(Pi(G))

ahol P;(G) jeloli az irdnyitott faban az i-t a gyokérrel 6sszekotd tton 16vo
csucsok halmazét.

(Itt felhivndm a figyelmet arra, hogy mag sztenderd definicidjahoz képest a
koltségjatékok esetén a definidlé relaciok megfordulnak, mivel a mag eredetileg a
,minél nagyobb” kifizetésekrdl szdl, ez pedig nemnegativ koltségfiiggvény esetén
»minél kisebb” koltség megvaldsuldsat jelenti.)

6.1. Megjegyzés. A 3. pont alapjan egy-egy magbeli megoldas generéldsa egy-
szerfl (1d. Koster et al. [13]).
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6.2. Megjegyzés. Mivel a fixfa problémak specidlis koltségjatékokhoz vezet-
nek, igy a 4.1. megjegyzés értelmében tudjuk, hogy a magjuk nemiires, illetve
a Shapley-érték magbeli megoldast ad a vonatkozd elosztasi problémaéra.

A Shapley-érték fixfa jatékok esetén a kovetkezd, in. soros elosztdsi szabély
segitségével szdmolhaté (Littlechild és Owen [15]):

c(e;
ne Y s
J€P(G\{ry T
ahol # jeloli az adott halmaz elemszamat.

Ez olyan szempontbdl is fontos eredmény, hogy amig egyes jatékosztalyok ese-
tén a Shapley-érték meghatdrozasa szamitasi szempontdl bonyolult, addig ebben
a specidlis esetben, vagyis a fixfa jatékok esetén a soros elosztds szabalya alapjan
konnyen kiszamolhato.

6.1. Példa. Tekintsiik szemléltetésképp az 1. abra fixfa halézatat:

1. dbra. Fixfa probléma haldzata.

A vonatkozé koltségjatékot az alabbi tabldzat adja meg:

S 0| {1} | {2} | {3} | {1,2} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
ve(S) | 0] 12 5 13 17 25 13 25

Ekkor a jaték Shapley-értéke: ¢(v) = (12; 2,5; 10,5).

(Megjegyezném, hogy a példa egy nem sztenderd 3 8s fixfat dbrazol, mivel a
gyokér nem egyetlen csiicshoz kapcsolédik. Ez a bemutatott algoritmusok tekin-
tetében nem relevans, azonban a gyokér utdn egy senki altal sem birtokolt plusz
csucs, illetve két 0 értékit él hozzavételével sztenderddé tehetd, ha erre az alkal-
mazds miatt feltétlen sziikség van.)

A nukleolusz kiszamolédsa esetén ugyanaz a probléma, mint a Shapley-értéknél,
altaldanossagban bonyolult. Fixfa jatékok esetén azonban a kovetkez6, un. festéal-
goritmussal kénnyen szdmolhaté (1d. példdul Borm et al. [6] vagy Maschler et al.
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[18]). Tegyiik fel, hogy a fa cstcsai hdzak, az élek pedig utak, amik a hézakat kotik
be a kozosségi hazhoz, ami a gyokér. Az élek koltsége azt mutatja, hogy egyetlen
munkds (akit a tulajdonos felbérel) hany 6ra alatt tudja megfesteni az adott titsza-
kaszon az 1t felfestéseit. A hdzaktdl indulo festési megoldast a kovetkezd szabalyok
alapjan kaphatjuk meg:

1. Minden munkéds azonos sebességgel fest.

2. Minden munkés egészen addig dolgozik, amig az otthondtdl a kozosségi hazig
vezetO tton nincs készen a felfestés.

3. Minden munkas egy, az otthona és a kozosségi haz kozott vezeto befejezetlen
utszakaszon dolgozik.

4. Amennyiben egy szakasz a munkds, és a faban az 6t megel6z6 laké kozott
nincs kész, a munkasnak azon a szakaszon kell dolgoznia.

5. Minden munkés a hozza legktzelebbi szakaszokon dolgozik az 1-4 pontok
szerint.

A 6.1. példa esetén ez azt jelenti, hogy az 1-es jatékos dolgozik az elétte 1évé
élen, mig a 2-es, 3-as a 2-es elotti élen, mindhdrom fejenként 2,5 érat. Ezt kovetGen
a 2-es jatékos végzett, az l-es tovabb fest még 9,5 orat a sajat szakaszan, a 3-as
pedig folytatja a munkét az elétte 1év6 dlen 8 6rén 4t. Igy a jaték nukleolusza
(12; 2,5; 10,5), ami ebben az esetben megegyezik a Shapley-értékkel.

A festbalgoritmust egy, a kizdsségi hdztol induld megoldéds szerint modosit-
hatjuk ugy, hogy a 4-es pontot elhagyjuk, az 5-6st pedig igy moédositjuk: minden
munkés a k6zosségi hdzhoz legkozelebbi szakaszokon dolgozik az 1-3 pontok szerint.
Ebben az esetben a médositds eredményeképp éppen a Shapley-értéket kapjuk.

A fixfa jatékok egyik dltaldnositdsa az dn. FMP-jatékok (fixed tree games
with multilocated players), ahol egy-egy jatékos tobb csiicsot is birtokolhat, igy
alternativ lehetéségei vannak a gyokércsiccsal valé Osszekottetésre. Ezekrol a
jatékokrdl bévebben Hamers et al. [12] cikkében olvashatunk. A szerzdk azt is
megmutatjak, hogy egy FMP-jaték magja megegyezik a vonatkozé szubmoduldris
sztenderd fixfa jaték magjaval.

Bjorndal et al. [5] cikkiikben olyan sztenderd fixfa jatékot vizsgdltak, ahol a
jatékosokhoz hozzd vannak rendelve bizonyos sulyok (pl. 6nt6zési rendszer esetén
a felhaszndlt vizmennyiség stb). A festSalgoritmus éaltaldnositdsaként definidljdk
az un. stlyozott festéalgoritmust, mindkét (hazaktdl, illetve a kozosségi hdztdl
induld) irdnyban. Megmutattdk, hogy az igy kapott két megoldas az tin. silyozott
Shapley-értéket, illetve a nukleolusz egy altalanositasat adja eredménytiil.
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7. Alkalmazasok
7.1. Fenntartasi vagy 6nt6zési jatékok

A fixfa jatékok egy elterjedt alkalmazdsi teriilete az in. fenntartdsi jatékok (ma-
intenance games). Ezek olyan szitudcidkat frnak le, ahol jatékosok, felhaszndlok
egy csoportja egy fixfa hdlézaton keresztiil kapcsolddik egy bizonyos szolgaltatéhoz
(ez a fa gyokéresicsa). A hélézat minden élének adott a fenntartasi koltsége, a
kérdés pedig az, hogy miként osszuk el ,igazsdgosan” a teljes halézat fenntartasi
koltségét (ami az éleken vett koltségek osszege) a felhasznaldk kozott.

Egy kevésbé elterjedt elnevezés ugyanezen fixfa jatékokra az Gn. ontozési ja-
tékok (irrigation games), melyek egy konkrét vizgazddlkoddsi probléméhoz kap-
csolédnak. Gazddlkoddk egy csoportja egy kozos csatornarendszerbdl (halézatbdl)
fedezi a f6ldjeik 6ntozését, amely egy kitiintetett ponton (gyokér-csics) csatlako-
zik a f6csatorndhoz. Ennek a halézatnak a koltségeit szintén a gazdalkodok kozott
kell elosztani. Aadland és Kolpin [1] 25 Montana dllambeli csatornarendszert vizs-
galt, ahol az adott szitudcidokban két kiilonbozo tipusi koltségelosztasi mddszert
alkalmaztak az ottani gazdalkoddk. Az egyik az dtlag szerinti elosztdsok, a méasik
a soros elosztasok tipusa. Az elsd esetén az 6sszkoltséget egyenléen osztottdk fel a
gazdalkoddk kozott. Erezziik azonban, hogy ez nem minden szempontbdl igazsa-
gos, példaul ha valaki a halézat elején van, nem hasznélja ugyanolyan mértékben
a rendszert, mint valaki a hélézat legvégén. A soros elosztasi elv szerint minden
egyes csatornaszakasz koltségét egyenlGen kell szétosztani azon felhasznalék ko-
z0tt, akik az adott szakaszt hasznaljak. Egy-egy jatékos pedig az altala hasznalt
csatornaszakaszok utani szakaszonkénti koltségek Osszegét fizeti. A soros elosztési
elv rendelkezik az tin. szubvencidmentességi tulajdonsiggal, ami azt jelenti, hogy
ebben az elosztdsban senki nem fizet tobbet, mint amennyit akkor kellene fizetnie,
ha a haldzat csak beldle dllna. Vagyis igymond nem ,tamogatja” a t6le hatrébb el-
helyezked8ket. Littlechild és Owen [15] azt is megmutattak, hogy a soros elosztasi
elv szerinti megoldas fixfa hélézatok esetén megyezik a Shapley-értékkel.

Aadland és Kolpin [2] azt is vizsgdltdk, hogy mik azok a kornyezeti, geografiai
tényezok, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott koltségelosztési
elv kivalasztasdban befolyasoltak. A soros és atlag szerinti koltségelosztasok to-
vébbi tulajdonsagait fixfdk esetében pedig tobbek kozott Kovacs és Radvanyi [14]
vizsgalta.

7.2. Folydelosztasi, illetve folydtisztitasi problémak

Bizonyos szempontbdl a fixfa jatékok ald sorolhatéak a folydelosztasi, illetve
a folyétiszitasi problémak modellezésére szolgald jatékok is. Alapvetéen egy spe-
cidlis fixfa jatékrol van sz, ahol a fa egyetlen utbdl (lanc) all. Adott egy folyd,
és a folyé mentén elhelyezked6 jatékosok, ezek lehetnek orszagok, varosok, folyé
menti vallalatok stb. A folyé menti elhelyezkedésiik pedig definidl egy természe-
tesen adddé sorrendet a jatékosok kozott, a folyd sodrasa mentén, i < j jelenti,
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hogy az i jatékos a j-hez képest a folyé mentén feljebb helyezkedik el. Adott
egy tokéletesen oszthatd jészag, a péngz, illetve a folyobdl kinyerhet6 vizmennyi-
ség, amit a jatékosok egy hasznossagi fliggvény szerint értékelnek. A folydelosztasi
problémak esetén pl. nemzetkozi viszonylatban elmondhatd, hogy egy-egy orszag
a sajat folydszakaszan bizonyos szempontbdl teljhatalommal rendelkezik a folyé
vize felett. Az alatta 1évéknek nem mindegy, hogy milyen és mennyi vizet enged
tovabb az orszag, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a felette 1évé orszagok hogy
rendelkeznek a folyéval az 6t megel6z6 szakaszon. Nemzetkozi egyezmények men-
tén lehet ezeket a kérdéseket szabalyozni, ezek modellbe valé beépitése mar kilép
a fixfa jatékok eddig targyalt korébél. Ambec és Sprumont [4] cikkében a szerep-
16k (orszdgok) folyé menti elhelyezkedése hatdrozza meg a vizmennyiséget, amit
kontrolldlnak, és a jélétet, amit ezdltal biztositani tudnak maguknak. Ambec és
Ehlers [3] azt vizsgaltdk, hogy miként lehet hatékonyan elosztani egy foly6t a kap-
csolédé orszagok kozott. Megmutattak, hogy az egyiittmiikodésbol pozitiv mdédon
profitdlnak az abban résztvevék, illetve megadtak, hogy miként lehet a profitot
elosztani.

A folyétisztitasi problémék esetén hasonld a kiindulési struktira. Adott a folyd,
ennek mentén az orszigok (vallalatok, gyédrak stb), illetve a szennyezés mértéke,
amit az egyes szereplOk kibocsdjtanak. A folyé minden egyes szakaszén adottak
a tisztitdsi koltségek is, igy a kérdés az lesz, hogy ezeket a tisztitasi koltsége-
ket hogyan osszak fel egymas kozott. Mivel a folyd mentén feljebb elhelyezkedck
szennyezése befolydsolja a szennyezettséget, és ezaltal a tisztitasi koltséget az uta-
nuk 1évé szakaszokon is, igy egy egyetlen utbdl allo fixfa struktiurat kapunk. Ni és
Wang [20] két kiilonbozd aspektusbdl vizsgaltdk a tisztitdsi koltségek elosztdsdnak
kérdését. Nemzetkozi szinten két doktrina létezik, az abszolit teriileti szuvere-
nitds, illetve a hatarokon feliili teriileti integritds. Az els6 értelmében az adott
orszagnak teljes szuverenitasa van a teriiletén beliili folydszakasz felett, a masodik
szerint pedig egyetlen orszagnak sincs joga a természeti adottsdgok megvaltoz-
tatdsahoz, a szomszédos orszagok kardra. Ezen két doktrina figyelembevételével
azt vizsgdaltak, hogy milyen elosztasi modszerek adottak a folydtisztitasi koltsé-
gek elosztasakor, és ezek milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek. Megmutattéak,
hogy mindkét esetben adott egy-egy elosztasi modszer, amely a megfelelé koope-
rativ jatékban megegyezik a Shapley-értékkel. Ebb6l kiindulva Gémez—Ria [10]
azt vizsgdlta, hogy a tisztitdsi koltség bizonyos kornyezeti addk figyelembevéte-
lével hogyan oszthatd szét. Mik azok az elvart tulajdonsagok, amelyeket valds
szitudcidkban orszagok addzasi stratégidjaban el6irnak, és ezek hogyan implemen-
talhatéak a konkrét modellek esetén. Megvizsgalta, hogy adott elosztési stratégiak
mely tulajdonsigokkal karakterizalhatok, és megmutatta, hogy az egyik elosztasi
szabaly megegyezik a vonatkozo jaték stlyozott Shapley-értékével.
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8. Osszefoglalis

A cikkben a kooperativ jatékelmélet alapfogalmainak bemutatdsan tul defini-
altuk a fixfa jatékok osztalyat. Ezen specidlis jatékosztaly olyan gazdasagi szi-
tuaciék modellezésében nyujt segitséget, amelyek fa struktirajia grafokkal repre-
zentalhaték. Példaul egy csatornahaldzat esetén a felhasznélok egy fa struktura-
ja hélézaton keresztiil jutnak vizhez. Ennek a héalézatnak a kitlintetett pontja
(a fa gyokere) a szolgdltatd, a tobbi csticsai pedig a felhaszndlok. A halézat élei,
illetve az azokon definidlt koltségek jelzik az egyes felhasznalok hélézathoz vald
kapcsolédasat, illetve a haldozat kiépitésének vagy a szolgdltatas igénybevételének
koltségét. Egy-egy ilyen haldzat miikodésekor felmeriil az a természetes kérdés,
hogy a fenndllé koltségeket hogyan osszak szét ,igazsigosan” az egyes szereplok
kozott. Megmutattuk, hogy a probléméhoz kapcsolddé fixfa jatékok esetén mindig
létezik olyan elosztds, ami egyéni és koalicids szinten is elfogadhatd, specidlisan
ez azt jelenti, hogy a vonatkozo jaték magja mindig nemiires. Bemutattunk két
elterjedt elosztdsi megolddst, a Shapley-értéket, illetve a nukleoluszt (ami mindig
magbeli.) A Shapley-érték nem feltétleniil ad magbeli megolddst, viszont olyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, amelyek sok esetben intuitiv médon elvartak adott
elosztasi kérdés megoldasa esetén. A nukleolusszal szemben pedig akkor is létezik,
amikor az adott jatékban a mag iires, vagyis ebben az esetben is bizonyos ,igaz-
sdagossagi” feltételeknek eleget tevd megoldassal tudunk szolgalni. A fixfa jatékok
esetén viszont a Shapley-érték is mindig magbeli, esetenként megegyezik a nukle-
olusszal. Szamitasi szempontbdl altalaban mindkét megoldas bonyolult, azonban
a fixfa jatékok osztdlyan mindkét esetben létezik olyan algoritmus, amellyel ha-
tékonyan szamolhaté. Az, hogy adott szitudciéban melyik megoldést érdemes
valasztani, a konkrét problématdl fiigg. Mindkét megoldasnak vannak olyan tulaj-
donséagai, amelyek miatt bizonyos esetekben elénydsebbek, ezt a konkrét helyzetre
vonatkozoéan kell kiértékelni.

A cikk az elméleti alapok utan az utolsé fejezetben olyan alkalmazési lehe-
t6ségeket mutat be, amelyek valds vizgazdalkodasi probléméakhoz kothetéek. Az
ontozéses gazdalkodas teriiletérol szarmazdé probléma esetén egy csatornarendszer
fenntartasi és miikodési koltségeit kell szétosztani, a folyotisztitasi probléma esetén
pedig a folyoszennyezés kapcsan felmeriils tisztitasi koltségeket. Természetesen az
alkalmazési lehet6ségek kore ennél joval szélesebb, szamos olyan valds gazdasagi
(és nemcsak gazdasdgi) probléma létezik, ami halézattal reprezentdlhatd, és va-
lamilyen elosztasi (koltség, bevétel, haszon sth.) kérdést vet fel. A cikk célja az
volt, hogy a kooperativ jatékelmélet segitségével egy olyan eszkoztarat mutasson
be, ami el6segiti a modellezést, és specidlis elosztdsi problémék (fixfa strukturdk)
esetében jol szamolhaté megoldasokat szolgéltat.
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STANDARD FIXED TREE GAME AND ITS APPLICATIONS TO WATER
MANAGEMENT PROBLEMS

ANNA RAHEL RADVANYI

This paper aims to provide an introduction to the toolset of cooperative game theory through
standard fixed tree games, a special game class. This increasingly popular area provides solution
concepts for a wide range of practical applications, different economic cost allocation problems,
among others. Standard fixed tree games represent a tree structure network where nodes of the
network denote users using a service via the network. Our aim is to find "fair” allocations for the
costs arising from using the system. After introducing the basic concepts and model we present
water management applications based on real-world problems. We present one specific area of
cooperative game theory, however, fixed trees provide an effective solution to more problems than
those demonstrated through examples in this paper.

Keywords: cooperative game theory, fixed tree game, allocation, water management
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