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ALKUHALMAZOK ES A MAG EGYBEESESE

SOLYMOSI TAMAS

A kooperativ jatékok legtobbet vizsgalt halmazértékii megolddsa a mag,
ami azt az alapvetd stabilitasi kovetelményt fogalmazza meg, hogy a nagyko-
alicié értékét mindegyik koalicié szdmara elfogadhaté médon kell szétosztani.
Mivel sok jatékban nem létezik ennyire stabil elosztds, olyan megoldasi kon-
cepcidkra is sziikség van, amelyek akkor sem iiresek, amikor a mag iires. A
szakirodalomban talalhaté szamos magkiterjesztés koziil itt csak az alkuhal-
mazok keriilnek teritékre, azok koziil is csak a legismertebbek. A kiilonféle
alkuhalmazok kozos jellemzGje, hogy a magbelieken kiviil olyan, a magon
kiviili elosztasokat is megengednek, amelyeknél egy koalicio kivalasat az el-
lenérdekelt jatékosok meg tudjak hidsitani néhany kivalni szandékozd jatékos
kifizetésének megemelésével. A dolgozat bevezet§ jellegli attekintést kivan
nyuijtani a klasszikus, a reaktiv, a szemireaktiv és a Mas-Colell-féle alku-
halmaz és a mag egybeesésére vonatkozé ismert eredményekrol, kiegészitve
néhany 1j észrevétellel.

1. Bevezetés

A jatékelmélet targya a tobbszereplds interaktiv dontési helyzetek matemati-
kai modellezése és vizsgalata. A szereplok (jatékosok) szuverén dontéshozdk, akik
a szamukra adott cselekvési lehetOségek koziili valasztassal valamilyen mérték-
ben befolydsolni tudjék a dontési helyzet (jaték) kimenetelét, s ezdltal nemcsak
a sajat magukra, hanem a tobbi résztvevore vonatkozé kovetkezményeket is. Ez
a szereplok kozott fenndlld kolesonos fiiggdség szinte valamennyi gazdasagi, tar-
sadalmi dontési helyzet alapvetd jellemzoGje, ezért érthetd, hogy az ilyen szitu-
acidk absztrakt vizsgalatdnak f6 motivald forrasa, illetve alkalmazdsi teriilete a
kozgazdasdg-tudomany, illetve tagabban a tarsadalomtudomanyok. A formalizalt
modellek elemzése ugyanakkor matematikai eszkozokkel torténik.

A jatékelméletet szokas két £6, egymastdl szigorian el nem valaszthatd terti-
letre osztani. A legegyszeriibb, a két racionélis dontéshozd kozotti antagonisztikus
konfliktust leir6 nemkooperativ modell elemzése mellett a teriilet alapvetésének
és névaddjanak szdmité konyviikben Neumann és Morgenstern [26] elsésorban a
hatékonysdgnovelés altal motivalt dontéshozok kozotti egyiittmitkodés kérdéseit
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vizsgaltak. Egy jatékot kooperativnak tekintiink, kovetve a Nobel-dijas Harsanyi
Janos meghatdrozését [14], ha a jatékosok kozotti egyeztetések utdn a felek sza-
méra kotelez6 érvényli megéllapoddsok (binding agreement) sziilet(het)nek. Ilyen-
kor a jaték lefolyasanak részleteit és az egyes jatékosok stratégiai megfontoldsait
hattérbe szoritjak az egyes koaliciok altal elérheté kimenetelek meghatarozasara,
illetve az egyiittmiikodés hozadékanak szétosztasara vonatkozo kérdések.

A kooperativ modellek tobb alapkategdridba sorolhaték. Az els6 vélasztovonal
az, hogy az adott szituaciéban létezik-e, vagy sem, egy olyan ,,pénzszerii termék”
(side-payment) aminek dtaddséval az egyéni hasznossdgok egymds kozott dtru-
hazhatok. Példaul a klasszikus parositasi modellekben a szerepléknek csak sor-
rendi preferencidik vannak, mert a vizsgalt helyzetek (felvételi, vesecsere) esetleg
kimondottan tiltjak a jatékosok kozotti barmiféle pénzbeli kompenzaciét. Az &t-
ruhdzhaté hasznossédgokat feltételez6é modellek tovabb bonthatdk aszerint, hogy az
atadott ,,pénzszerli termék” minden résztvevo szamara minden esetben azonos érté-
ket jelent-e. Amennyiben az egyéni hasznossagskéla-egységek azonosak, dtvdlthato
hasznossagi (transferable utility) kooperativ jatékrol beszéliink. Ilyenkor az egyé-
ni hasznossdgok 6sszehasonlithaték, s6t Osszeadhatdk, igy értelmezhets az egyes
koalicidk ,értéke” is. Neumann és Morgenstern [26] 6ta az dtvalthaté hasznossdgi
kooperativ alapmodellben egy koalici6 értékének a tagjai dltal (a koaliciéban részt
nem vevd jatékosok dontéseitdl fiiggetleniil) elérhetd legnagyobb dsszhasznossdgot
szokas tekinteni. A kozponti kérdés pedig a koalicié dltal elért 6sszhaszonnak a
tagok kozotti tjraelosztasa.

Itt csak atvalthaté hasznossagu kooperativ jatékok megoldasaival foglalkozunk,
ezért a tovabbiakban (kooperativ) jaték alatt mindig ilyen jétékot értiink. A cim-
ben jelzett halmazértékii megoldasok egybeesésének koriilményeit vizsgdljuk. A
mag (core), illetve a kiilonféle alkuhalmazok (bargaining sets) mindegyike vala-
milyen stabilitdsi kovetelményt testesit meg. Amikor tehat ezen megolddsok kap-
csolatat vizsgaljuk, tulajdonképpen a mogottes stabilitasi tulajdonsidgok viszonyat
elemezziik.

2. Alapok

Egy kooperativ jdték alatt az (N,v) part értjik, ahol N a jitékosok véges,
nemiires halmaza, és v : 2V — R a koaliciés fiiggvény, ami mindegyik S C N
koaliciéra megadja annak v(S) értékét (a tagjai egyiittmiikodése altal elérhetd
maximélis 6sszhasznossagot). Definicié szerint v(@) = 0. Az (N,v) jaték szuper-
additiv, ha tetsz6leges S N'T = & koalicidkra v(S) + v(T) < v(SUT) teljesiil, és
gyengén szuperadditiv, ha az egyenlétlenséget csak egyelemi T-vel koveteljitk meg.
A szuperadditiv jatékok az olyan kooperativ helyzetek modelljei, ahol a k6zos tagot
nem tartalmazoé koalicidk egyiittmiikodése csak elénnyel jarhat. Amennyiben ez a
,Ppozitiv szinergia” csak a nagykoaliciét eredményez6 egylittmiikodéseknél jon biz-
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tosan létre, azaz ha tetszoleges N = N; U...U Ny particidra
v(N1) + ...+ v(Ng) < o(N)

teljesiil, a jatékot kohézivnek hivjuk. Amikor ezt a kohézids egyenlStlenséget a
nagykoaliciénak csak az olyan partici6itél varjuk el, amelyekben legfeljebb egy
koalici6 nem egyelemfi, azaz ha tetszoleges S C N-re v(S) + 3 cn g v(J) < v(IV)
teljesiil, a jatékot gyengén kohézivnek mondjuk. Egy szuperadditiv jaték nyilvan
kohéziv is, egy gyengén szuperadditiv jaték pedig gyengén kohéziv is.

Az (N,v) jaték egy megolddsin a jatékosok egyéni részesedését tartalmazo
x = (x;:i € N) € RY kifizetés-vektort értjiik, amire azt mondjuk, hogy

— szétosztds, ha x(N) = v(N);
— elosztds, ha szétosztds, és x; > v(i) minden i € N-re;
— mag-elosztds, ha szétosztés, és x(S) > v(S) minden S C N-re,

ahol x(S) = > ;cqx; jeloli az § C N koalicié Gsszkifizetését. Azt mondjuk,
hogy az y kifizetésvektor az S koalicié altal domindlja az x kifizetés-vektort, ha
y(S) < v(9), és y; > x; minden i € S-re. Nyilvdnval6, hogy az = csak akkor
domindlhaté az S-en keresztiil, ha az e, (S) = v(S) — x(S) tébblet pozitiv, és minél
nagyobb ez a tobblet, az S annél ,elégedetlenebb” az x megoldéassal.

Vizsgdalatainkban szinte kizardlag elosztasokra szoritkozunk, halmazukat Im
jeloli (imputations). Kénnyen adédik, hogy tetszéleges (N, v) jatékra,

Imv) #2 <= o)=Y o). (1)

ieN
Szuperadditiv (gyengén szuperadditiv / kohéziv / gyengén kohéziv) jatékokban ez
az egyenlotlenség nyilvan teljesiil, az elosztdsok halmaza ilyenkor tehdt nem iires.

2.1. A mag

A mag elosztdsok halmaza a mag, jelolése Co (core). Beldthatd, hogy szuper-
additiv (gyengén szuperadditiv / kohéziv / gyengén kohéziv) jatékokban a mag
azonos a semmilyen elosztas altal sem domindlt elosztasok halmazaval. Nyilvan
minden jatékban Co C Im. A mag nemiiressége is eldonthetd az (1)-ben sze-
repl6hoz hasonlé linearis egyenlétlenségek ellendrzésével, de ehhez sokkal tobb és
joval Osszetettebb egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. A részletek targyalasa nélkiil
azt mondjuk, hogy egy jaték kiegyensiulyozott, ha a magja nem tires, és teljesen
kiegyensilyozott, ha barmelyik koalicidhoz tartozé részjatéka is kiegyensilyozott.
Rogton adddik, hogy minden teljesen kiegyensulyozott jaték szuperadditiv, és min-
den kiegyenstlyozott jaték kohéziv.

Kétszemélyes jatékokban Co = Im, hiszen a nagykoaliciéon kiviil csak egy-
személyes koaliciok vannak, az elosztdsok és a mag elosztdsok tehat ugyanazok.
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Az (1) alatti jellemzés tiikkrében kapjuk, hogy a (gyengén) kohéziv / szuperadditiv
esetben Co = Im # @, egyébként viszont Co = Im = &.

A legalabb haromszemélyes jatékok halmazan a szuperadditivitds se nem sziik-
séges, se nem elégséges feltétele a kiegyensulyozottsagnak. Ismeretes példdul, hogy
egy hdromszemélyes szuperadditiv jatékban (s6t gyengén szuperadditiv / kohéziv /
gyengén kohéziv jatékban is)

v(j) + v(ik) + v(jk)
2

Co(v) # @ <— < v(ijk). (2)
Mésrészt nyilvan kiegyensilyozott (tehdt (gyengén) kohéziv), de nem (gyengén)
szuperadditiv az a haromszereplos jaték, amelyben minden koalicié értéke 0, kivéve
egy kétszemélyes koaliciét, aminek viszont negativ az értéke.

A mag a kooperativ jatékok legtobbet vizsgalt halmazértékli megoldasa. Azt a
nagyon intuitiv stabilitasi kovetelményt fogalmazza meg, hogy a jaték megoldasa-
nak olyan moédon kell a nagykoalicié értékét szétosztania, ami mindegyik koalicié
szamara elfogadhatd, masképpen, ami egyetlen koalicion keresztiil sem dominalha-
t6. Mivel sok jatékban nem létezik ennyire stabil elosztas, sziikség van olyan meg-
oldasi koncepcidkra is, amelyek akkor sem {iresek, amikor a mag iires. A Neumann
és Morgenstern [26] dltal leginkabb vizsgalt in. konstans osszegii jatékokban pél-
ddul a mag csak a kooperdci6 szempontjabol érdektelen (additiv) esetben nem iires,
ezért 6k a stabil halmazokat tekintették a modell megolddsanak. Az irodalomban
fellelhetd szamtalan egyéb magkiterjesztés koziil mi itt csak az egyik legelsot, az
Aumann és Maschler [2] 4ltal javasolt alkuhalmazokat térgyaljuk.

2.2. A klasszikus alkuhalmaz

Az alkuhalmazok k6z6s jellemz8je, hogy olyan domindlt (magon kiviili) eloszta-
sokat is megengednek, amelyeknél egy koalicié kivalasi szandékat az ellenérdekelt
jatékosok meg tudjak hiusitani néhany kivalni szdndékozé jatékos kifizetésének
megemelésével. A mogottes alkufolyamat részletei, s igy az azt tulélo elosztés-
halmazok is nagyon sokfélék lehetnek. Az Aumann és Maschler [2] altal felvetett
szamos valtozat koziil az a tipus keriilt a vizsgalatok fokuszaba, amelyrol Davis és
Maschler [5], [6] bebizonyitottdk, hogy amennyiben a jatékban vannak elosztdsok,
ez az alkuhalmaz nem iires. frzisunkban, az utolso fejezetig, alkuhalmaz alatt mi
is ezt a ,klasszikus” alkuhalmazt értjiik.

Legyen (N, v) egy nemiires elosztdshalmazzal rendelkez jaték (lasd (1)). Azt
mondjuk, hogy az x € Im elosztdsndl az (S,y) par az i jatékosnak a j (# i)
jatékossal szembeni kontrdja (objection), ha

SCN, ieS#j yeRS yS)=v(S), yr>zr VkE&E S-re.
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Az i jétékos j-vel szembeni (S,y) kontréjdra a j jatékos rekontrdja (counter-
objection) a (T, z) pér, ha

TCN, jeT%i, zeRT, 2(T)=uv(T),
ze >y VkeTNSre, zp>x, VkeT)\ Sre.

Az alkuhalmaz, jelolje M, a jaték azon elosztdsainak halmaza, amelyeknél min-
den kontrara van rekontra. Masképpen, azok az elosztdsok nem tartoznak az
alkuhalmazba, amelyeknél van megalapozott kontra (justified objection), azaz egy
,2tamadd” jatékosnak egy olyan kontrdja, amire a ,,védekez6” jatékosnak nincsen
rekontréja.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd, konnyen belathato észrevételekre.

2.1. ALLITAs. Tetszoleges gyengén kohéziv jatékban egy elosztasnal:

1. Egy koalicié csak akkor szerepelhet egy kontraban, ha a tobblete pozitiv.
Kovetkezésképpen, a nagykoalicion és az egyszemélyes koaliciokon keresztiil
nem lehet kontrazni.

2. Egy koalicio csak akkor szerepelhet egy rekontraban, ha a tobblete nemne-
gativ, és amennyiben van kozos tagja a kontraban szereplé koaliciéval, akkor
a tobblete pozitiv. Kovetkezésképpen, egy jatékos a sajat egyszemélyes ko-
alicigjan keresztiil csak akkor tud rekontrazni, ha a tébblete nulla.

3. Azi € N jdtékosnak a j € N jatékossal szemben csak egy olyan koalicion ke-
resztiil lehet megalapozott kontrdja, amelynek a (pozitiv) tébblete szigorian
tobb, mint barmelyik az i-t nem, de a j-t tartalmazo koalicio tobblete.

Davis és Maschler [6] bizonyitottédk, hogy az M alkuhalmaz nem iires, ha a ja-
tékban az elosztdsok Im halmaza nem fiires. Mivel pontosan azok az elosztasok
a magbeliek, amelyeknél egyetlen jatékosnak sincs kontraja, tehat megalapozott
kontréja sem lehet, adédik, hogy

— béarmilyen jatékban Co C M C Im.
Kétszemélyes jatékokban, mint lattuk, Co = Im, kovetkezésképpen,
Co= M =1Im,

mégpedig a szuperadditiv (vagy ami ilyenkor ugyanaz, gyengén szuperadditiv /
kohéziv / gyengén kohéziv) esetben Co = M = Im # &, egyébként viszont
Co=M=Im=0.

Az alkuhalmaz még a haromszemélyes jdatékokban is konnyen meghatdrozhatd,
legalabbis a nagyon enyhe feltételt jelentd gyengén kohéziv esetben.

2.2. ALLITAS. Legyen (N = {i,j,k},v) egy hdromszereplés jaték.
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1. Ha v kiegyensilyozott (tehat gyengén kohéziv is), akkor Co(v) = M (v).

2. Ha v nem kiegyensiilyozott, de gyengén kohéziv, akkor M (v) azt az egyetlen
x elosztdst tartalmazza, amelyre e, (ij) = e, (ik) = e, (jk).

3. Ha v egy nemiires elosztdshalmazzal rendelkez6, de nem gyengén kohéziv
jaték, akkor M (v) egy (esetleg egyetlen pontbdl 4ll6) egyenes szakasz.

Bizonyitas. Terjedelmi okokbdl csak az elsd két allitast bizonyitjuk. A nem gyen-
gén kohéziv esettel kapcsolatban Tchantcho, Moyouwou és Andjiga [41] cikkére
utalunk, akik megadtdk tetszleges haromszereplés jatékra az alkuhalmaz (ami
a kiegyensilyozott esetben a mag) pontos szerkezetét. Az alkalmazdsokban csak
kivételesen el6fordulé nem gyengén kohéziv esetet a 2.2. példaval szemléltetjiik.

Legyen v egy tetszdleges gyengén kohéziv jaték (tehdt nemiires elosztdshalmaz-
zal rendelkez8) hdromszereplds jaték, és legyen = € Im'\ Co egy tetszbleges, magon
kiviili elosztds (ha a mag iires, akkor persze ez a kitétel semmis). Cimkézziik tigy
a hdrom jdtékost, hogy e, (ij) > e, (ik) > e, (jk) legyen. Mivel e, (ij) > 0, ezen a
maximaélis (pozitiv) tébbletii koalicién keresztiil az i és a j is kontrazhatja a komp-
lementerbeli k jatékost. Mivel v gyengén kohéziv, v(ijk) > v(ij) + v(k), amibél
0 =e,(ijk) > e,(ij) + ex(k), innen pedig e, (k) < 0 kovetkezik. Tehdt a k jatékos
a sajat egyszemélyes koalicidéjan keresztiil nem tud rekontrazni, csak a kontrazoé ij
koalicioval atfedd ik, illetve jk koalicidkon keresztiil, de ezekkel is csak akkor, ha
pozitiv a tébbletiik (2.1. allitds 2. pont).

Amennyiben e, (ij) > e,(jk) > 0, az i jatékos megalapozottan tudja kont-

ez (i) — ez (jk)

rézni k-t az § = ij koalicién keresztil az y; = z; + ————= és y; =
x; + M kifizetésekkel. A k jatékos ezzel szemben ugyanis csak a

T = jk koalicion keresztiil tudna védekezni, de egy rekontrdhoz kett6jiiknek G6ssze-

sen legaldbb y; + z) = x; + M + x> z(jk) + ex(jk) = v(jk)

kifizetés kellene, ami viszont elérhetetlen a jk koalicié szaméra. Magon kiviili el-

osztds (akdr iires a mag, akdr nem) tehdt csak akkor lehet az alkuhalmaz eleme,

ha e, (i) = ez (ik) = eL(jk) > 0.

v(ij) + v(ik) + v(jk)
2

kovetkezik tetszOleges z elosztésra. Az

Ha a v kiegyensilyozott, akkor wv(ijk) > , amibdl

elobbi megallapitas tiikrében ez azt jelenti, hogy magon kiviili elosztds nem tartoz-
hat az alkuhalmazba, hiszen x € M\ Co esetén a szdmldléban szereplé mindhdrom
tobblet pozitiv lenne. Kovetkezésképpen, ha a mag nemiires, akkor Co(v) = M (v).
Ezzel az allitas 1. pontjat belattuk.

Ha a v nem kiegyensiilyozott, akkor minden elosztas magon kiviili, tehat mind-
egyik kétszemélyes koalicié tobblete pozitiv. Ezek koziil, mint megéllapitottuk,
csak azok az elosztasok tartozhatnak az alkuhalmazba, amelyeknél a kétszemélyes
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koaliciék tobblete azonos. A v(ij) —x; — x; = v(ik) — z; — z = v(jk) — z; — xx
linedris egyenletrendszernek viszont egyetlen megoldasa van, mégpedig
o v(igk) + v(ig) + v(ik) — 2v(jk)
T 3 )

és a megfelel6 médon permutdlt valtozatok a mésik két jatékosra. Az alkuhalmaz
tehat ebbol az egyetlen elosztasbdl all. Ezzel az allitas 2. pontjat is belattuk. O

A fenti mésodik &llitas szemléltetésére nézziik a kovetkezd példat.

2.1. Példa. Legyen N = {1,2,3}, a koaliciés fiiggvény pedig

S |1 2 3|12 13 23123
v(S)|0 0 0]30 30 30/ 30

A jaték szuperadditiv, de nem kiegyensilyozott, mag elosztds csak v(123) > 45
esetén létezne (ldsd (2)). Az alkuhalmaz viszont M = {(10;10;10)}, ugyanis
csak ennél az elosztdsndl nincsen megalapozott kontra. Egyrészt a (10;10;10)
elosztasnal egy i-nek egy k-val szembeni kontrdja csak

(S=1ij;y:, =10+ a,y; =20 — )
alaku lehet, ahol 0 < o < 10, erre viszont tud véalaszolni k, példaul a
(T = jk; z; = 20, 2z, = 10)

rekontraval. Mdsrészt, ha az x elosztdsban van két kiillonboz6 kifizetés, mondjuk
z; < x5 < xp, de x; < xy, akkor nyilvdn z; < 10 < xy, és z; < 15, vagyis az
(S = ij;y; = 10,y; = 20) az i-nek egy olyan kontrdja a k-val szemben, amire
k-nak nincsen rekontrija, sem egyéni (az x elosztds), sem a T = jk-n keresztiil,
ahhoz ugyanis legaldbb z; + 2z > 20 + x > 30 = v(jk) kifizetés kellene, ami
kett6jiik szamara elérhetetlen.

A 2.1. allitas 3. pontja szerint egy nem gyengén kohéziv, haromszereplos jaték-
ban az alkuhalmaz lehet egy szakasz is. Ennek az esetnek a szemléltetésére nézziik
a kovetkezd példat.

2.2. Példa. Legyen N = {1,2,3}, a koalicids fiiggvény pedig

s |1 2 3|12 13 23]123
vS)Jo o of4 1 1] 3

A jaték nem gyengén kohéziv, hiszen v(12) +v(3) > v(123), a mag tehdt iires. Az
alkuhalmaz mégis t6bb pontbdl &ll, M = {z* = (11 =2—«; 2 =1+a; 23 =0) :
0<a<1}.
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Egyrészt, az ™ elosztdsoknal a koalicionkénti osszkifizetések, illetve tobbletek
az alabbiak:

S 1 2 3|12 13 23 123
2*(S) | 2—a 14a 0|3 2—-a 14+al| 3
eza(S)| 24+a -1—-a 0|1 —-14+a -« 0

Mivel akdrmelyik * (0 < o < 1) elosztdsnal csak az S = 12 koalicié tébblete
pozitiv, csak 1 — 3 és 2 — 3 kontrdk keletkezhetnek, de ezeket a 3-as jatékos
egyediil is képes rekontrazni a (T' = 3; z3 = 0) parral.

Miésrészt, barmelyik 2@ (—1 < a < 0) elosztdsnél a 2-es jatékos kontrdzhatja
az l-est az (S = 23;y2 = 14 §;y3 = 0 — §) pérral, amire viszont nincs az 1-esnek
rekontréaja, sem 6nalléan, sem a T = 13 koalicién keresztiil, ahhoz ugyanis legalabb
21+ 23 > 2 — 32 > 1 = 0(13) kifizetés kellene, ami kett8jitk szdméra elérhetetlen.
Hasonl6képpen, barmelyik z¢ (0 < a < 1) elosztdsndl az 1l-es jatékosnak van
megalapozott kontrdja a 2-sel szemben. Végiil, minden olyan z elosztasndl, amiben
x3 > 0, a 3-as jatékos onalléan nem képes rekontrara, tehat az

X X
(S =12 =x1+33;y2 :x2+33)

egy megalapozott kontra a 3-assal szemben (példaul az 1-esé).

3. Az alkuhalmaz és a mag egybeesése

Mivel barmilyen jatékban a mag (akdr iires, akdr nem) részhalmaza az alkuhal-
maznak, az elosztdsokkal (tehdt nemiires alkuhalmazzal is) rendelkezd jatékokban
a Co = M egyenl6séghez elengedhetetlen a jaték kiegyensulyozottsaga. Ugyanak-
kor Maschler [20] 6tszereplds, teljesen kiegyenstlyozott példdja is mutatja, hogy
a magelosztasok 1étezése messze nem zarja ki az alkuhalmaz értelmében stabil el-
osztasok 1étezését. Ismertek ugyanakkor olyan specialis jatékosztalyok, ahol az
alkuhalmaz nem bovebb, mint a nemiires mag. Ilyen példaul a konvex jatékok
osztélya (Maschler et al. [22]), a vétd jatékossal rendelkezd (vagyis a kiegyensu-
lyozott) monoton egyszerii jatékok osztalya (Einy, Wettstein [7]), a szuperadditiv
egyszeril folyamjétékok osztdlya (Reijnierse et al. [32]), vagy az alkalmazdsok-
ban ugyancsak gyakran el6forduld fadsszefiiggd additiv jatékok osztalya (Potters,
Reijnierse [31]). Az ezekre az egybeesési eredményekre adott bizonyitdsok egységes
keretbe helyezhetOk és altalanosithaték az alabbi fogalom segitségével.

Kiindulva az (N,v) jatékbdl, definidljuk az € RN-hez tartozé (N, w,) mazi-
mdlis tobblet jatékot a

wy(9) := max e, (T) minden S C N-re
TCS
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koalicids fiiggvénnyel. Nyilvdn w, (@) = 0, tehdt w, valéban egy jaték.

Konnyen adédnak a kévetkezd észrevételek.

3.1. ALLITAS. Tetszéleges v € RN -re
1. w,; monoton (azaz wy(S) < wy(T) minden S C T-re);
2. w,(S) > max{e,(S),0} minden S C N-re;

3. w, a minimalis olyan monoton koalicids fiiggvény, ami teljesiti az el6z6 pont-
beli tulajdonsdgot (a w, az e, tébblet jaték monoton feddjatéka);

4. z € Im <= w, 0-normalizdlt (azaz w, (i) = 0 minden i € N-re);
5. x € Co <= w; a nulla-jaték (azaz w,(S) = 0 minden S C N-re);

6. ha awv jaték szuperadditiv / gyengén szuperadditiv, akkor az e, tobblet jaték,
illetve a w,, maximaélis tébblet jaték is szuperadditiv / gyengén szuperadditiv.

7. ha av jéték konvez (azaz v(S)+v(T) < v(SUT)4+v(SNT) minden S,T C N-
re), akkor az e, tobblet jaték, illetve a w, maximdlis tobblet jaték is konvex.

A fentiekbél kovetkezik, hogy amennyiben x € Im, a w, maximaélis tobblet jaték
tetszoleges jaték esetén gyengén szuperadditiv, hiszen az 1. pont szerint mindig
monoton és a 4. pont szerint elosztasnal O-normalizalt is.

A maximaélis tobblet jaték jol hasznalhaté a megalapozott kontrak 1étezésének
eldontésére. Az S koalicié ugyanis nyilvan csak akkor szerepelhet egy kontraban az
x elosztasndl, ha e, (S) > 0, és anndl nehezebb erre rekontrazni, minél magasabb
ez a tobblet (14sd az 2.1. 4llitds 3. pontjat).

3.1. TETEL. (Solymosi [35])
Legyen v egy szuperadditiv jaték és x € Im(v) \ Co(v) egy magon kiviili elosztés.
Ha a w, maximalis tobblet jaték kiegyensilyozott, akkor az x elosztasnal van
megalapozott kontra, tehdt x ¢ M (v).

Bizonyitds. Legyen v egy szuperadditiv jaték, és € Im(v) \ Co(v) egy olyan
magon kiviili elosztds, amelynél a w, kiegyensilyozott. Vegyiink egy u € Co(w,)
vektort. Mivel v > 0 (hiszen w, O-normalizdlt), és u(N) = w,(N) > 0, az u
pozitiv komponenseinek P := {i € N : u; > 0} halmaza nem {ires.

Legyen S C N egy tartalmazdsra nézve maximdlis olyan koalicié, amire e, (S) =
wy(N). Nyilvdn @ # S # N. Tovdbbd P C S, és e,(S) = u(S), hiszen

ex(S) S wz(S) <u(S) <u(S) +u(N\S)=u(N) =w,(N) = e,(S5)

miatt v; = 0 minden j € N\ S jatékosra.
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Legyeni € P C S, és j € N\ S. Definidljuk az y € R vektort a kovetkezSkép-
pen:
ha k #1i, k€ S.

yi =T + és Y = T + Uk +

i
5 5l
Mivel u; > 0, és up > 0 minden k € S-re, y; > z; minden k € S jatékosra. Mivel
y(S) = x2(S)+u(S) = z(S) +e,(S) = v(9), az (S, y) konfiguracié az i egy kontrija
a j-vel szemben az x-nél. SOt, egy megalapozott kontraja.

A j jatékosnak ugyanis nincs rekontrija az (S,y) kontrdra. Egyrészt, mivel
az S tartalmazdsra nézve maximadlis, és az e, szuperadditiv (3.1. allitds 6. pont),

barmely T # @ és T NS = & koalicié tobblete negativ, hiszen
ex(S) > e, (SUT) > e,(S) + e, (T).

Vagyis az S-t6l diszjunkt koaliciéval a j nem tud rekontrdzni (2.1. llitas 2. pont).
Mésrészt, vegyiink egy olyan T'N S # @ koaliciét, amire j € T % i, és egy z € RT
vektort. A (T, z) akkor lenne egy rekontra az (S, y) kontréara, ha

2(T) z(T\S)+y(TNnS),

(
(T\ ) +2(TNS) +w(TNS)+ Tgu;,
(
(

z(T) + w(T), mivel u(T\ S) =0, u; >0,
2(T) + ex(T), mivel u(T) > w,(T) > e, (T),
u(T) = 2(T)

vV Vv

teljesiilne, de ez lehetetlen. Kovetkezésképpen, az (S,y) egy megalapozott kontra
az x-nél, tehdt « ¢ M(v). O

Miel6tt ratérnénk a tétel alkalmazhatésaganak szemléltetésére, par fontos meg-
jegyzést tesziink.

3.1. Megjegyzés. A maximalis tobblet jaték kiegyensulyozottsaga csak elégsé-
ges, de nem sziikséges feltétele annak, hogy az adott elosztasnél legyen megalapo-
zott kontra.

Vegyiik példdul a 2.1. példabeli haromszereplds szuperadditiv (de nem kiegyen-
stilyozott) jatékot és az x = (12;9;9) elosztédst. Itt a koaliciénkénti dsszkifizetések,
a tobbletek, illetve a maximalis tobbletek az aldbbiak:

S 1 2 3|12 13 23|123
z(S) | 12 9 9 |21 21 18] 30
ex(S) |12 =9 —9[9 9 12| 0
w(S)| 0 0 09 9 12|12

~

Az x elosztdsndl példdul a 3-as kontrdzhatja az 1-est az (S = 23;y2 = 19;y5 = 11)
konfiguraciéval, amire viszont az l-esnek nincs rekontraja, sem onélléan, sem a
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T = 12 koalicion keresztiil, ahhoz ugyanis legalabb z; + 2z > 12+ 19 =31 > 30 =
v(12) kifizetés kellene, ami kettdjiik szdmdara elérhetetlen. Ugyanakkor az x elosz-
tasnal a w, maximalis tobblet jaték nem kiegyensulyozott, hiszen szuperadditiv
(3.1. 4llités 6. pont), de 12 < 15 = £(9+ 9 + 12), a (2) feltétel szerint tehdt a w,
magja iires.

3.2. Megjegyzés. A legalabb Otszereplés jatékok esetén a 3.1. tételben a jaték
szuperadditivitdsa nem gyengithet6 le sem a gyengén szuperadditivitdsra, sem a
kohézivitasra.

Vegyiik példdul azt az otszereplds jatékot, amelyben N = {1,2,3,4,5} a koa-
liciés fliggvény pedig

0, ha |S| <1,
o(s)= 281+ 1, ha§=12,

2|S|—1, ha S =345,

2|S| egyébként.

Konnyen ellenérizhet6, hogy v gyengén szuperadditiv és kohéziv is. Megjegyez-
zitk ugyanakkor, hogy v nem kiegyenstulyozott, hiszen egy y mag elosztasra tel-
jesiilniiik kellene az y; +y2 > 5 = v(12), y1 +y3 + ya + ys > 8 = v(1345) és
Yo +ys + ys + ys > 8 = v(2345) egyenlétlenségeknek, viszont ezeket dsszeadva a
20 =2v(N) =2(y1 +y2+ys+ya+ys) > 5+8+8 =21 > 20 ellentmonddst
kapnank, a mag tehdt tires.

Az x = (2;2;2;2;2) elosztdsnél a tobbletek, illetve a maximaélis tobbletek:

0, halS|=0,
2 hals|=1 1, haSD12
) a = )
ex(S) = q 41, ha S =12, wy(S) =
0 egyébként
~1, ha S = 345,
0 egyébként.

A w, maximalis tébblet jaték kiegyensilyozott, példaul (%, %;O;O;O) € Co(wy),
mégsincs az x-nél megalapozott kontra, tehat x € M. Valdban, az x-nél kontraja
csak az i = 1,2 jatékosok egyikének lehet az egyetlen pozitiv tobbletii S = 12
koalicion keresztiil a j = 3,4, 5 jatékosok valamelyikével szemben, aki viszont egy
k # j, k € {3,4,5} térsdval egyiittmiikddve rekontrdzni tud bérmilyen i — j
kontrat a (T' = jk; z; = 2; 2z, = 2) konfiguraciéval.

3.8. Megjegyzés. A négyszereplds jatékok esetén a 3.1. tételben a jaték szu-
peradditivitdsa nem gyengithetd le a gyengén szuperadditivitdsra. Solymosi [35]
ko6zol ugyanis egy olyan négyszereplés gyengén szuperadditiv, de nem szuperad-
ditiv (tehat nem is kohéziv, {gy nem is kiegyenstlyozott) jatékot, amelyben van
olyan x € M elosztéds, amelynél w,, kiegyensilyozott.
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A legfeljebb hdromszereplds jatékok kozott hasonld ellenpélda nem létezhet, mivel a
szuperadditivitas és a gyengén szuperadditivitas ilyenkor ekvivalens tulajdonsigok.
A fenti megjegyzések tiikrében viszont adédik a kérdés, hogy

a négyszereplés jatékok esetén a 3.1. tételben a jaték szuperadditivitdsa
legyengithet6-e a kohézivitdsra?

Sejtésiink szerint igen. Masképpen fogalmazva a kérdés az, hogy

adhaté-e olyan négyszereplds kohéziv jaték, és abban egy olyan x € Im \ Co
elosztas, hogy a w, kiegyensilyozott, de az z-nél mégsincs megalapozott
kontra?

Az aldbbi, 3.2. tétel szerint, ha a négyszereplés jaték kiegyensilyozott (akér szu-
peradditiv, akdr nem), akkor csak a magbeli elosztdsokndl nincsen megalapozott
kontra, tehat ilyen ellenpélda nem létezhet. Vagyis csak egy kohéziv, de nem ki-
egyensilyozott és nem szuperadditiv négyszereplds jatékban fordulhatna esetleg
el6 egy olyan x elosztas, hogy a w, kiegyensilyozott, de az x-nél mégsincs meg-
alapozott kontra. Sejtésiink szerint viszont nem taldlhaté ilyen ellenpélda.

A teljesség kedvéért vegyiik észre, hogy haromszereplds ilyen példa biztosan
nincs, hiszen a 2.2. allitas szerint vagy csak a magbeli elosztdsoknél nincsen meg-
alapozott kontra (1. eset), vagy csak az egyetlen olyan (az iires magon kiviili) =
elosztdsnal, amelynél w, (ijk) = w,(ij) = we(ik) = w,(jk) > 0 (2. eset), ekkor
viszont a w, nem kiegyensilyozott (ldsd a (2) feltételt).

A 3.1. tétel diszkusszidja utan térjiink vissza az alkuhalmaz és a mag egy-
beesésének kérdéséhez. A 2.2. §llitds 1. pontja szerint ha egy haromszereplés
jaték kiegyensilyozott (akar szuperadditiv, akdr nem), akkor az alkuhalmaz és a
mag egybeesnek. Ugyanakkor, Maschler [20] vizsgdlt egy olyan 6tszemélyes tel-
jesen kiegyenstilyozott (tehat szuperadditiv) jatékot, amelyben a mag az alkuhal-
maz szigoru része, vagyis tObb mint négy szereplo esetén az egybeeséshez a jaték
valamilyen tovdbbi specialitdsa is sziikséges. Az aldbbi eredmény szerint (a hé-
romszereplés jatékokhoz hasonléan) a négyszereplds jatékokban a nyilvanvaléan
sziikséges kiegyensilyozottsag donmagédban is elégséges feltétele az alkuhalmaz és a
mag egybeesésének.

3.2. TETEL. (Solymosi [36])
Ha egy négyszereplos kooperativ jatékban a mag nem tires, akkor azonos az alku-
halmazzal.

Fontos hangsilyozni, hogy a jatékosok kis szdma miatt itt nincs sziikség a jaték
szuperadditivitdasiara. A 3.2. tétel tehat teljessé teszi a kisméretli jatékokban a
klasszikus alkuhalmaz és a mag viszonyara vonatkozé tudasunkat.

Nyitott kérdés viszont, hogy
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milyen szerkezetli az alkuhalmaz a négyszereplés nem kiegyensilyozott jaté-
kokban?

Nincsen tudoméasunk olyan eredményrdl, ami az alkuhalmaz pontos leirasat ad-
nd, még a szuperadditiv esetben sem. Maschler [19] ugyan megmutatta, hogy
egy (elosztdsokkal rendelkezd) dltaldnos négyszereplds jéték alkuhalmaza lefrha-
té 15012 darab, egyenként 41 linedris egyenlétlenségbdl, illetve egyenléségbdl 4116
rendszer megoldashalmazanak unidjaként, de még részleges valaszok sem ismertek
a Maschler [19] dltal is feltett kutatdsi kérdésre:

Csokkenthetd-e, és ha igen mennyire, az alkuhalmazt alkoté véges sok konvex
poliéder szadmaéra a négyszereplSs esetben adott felsd korlat?

A 3.2. tétel mutatja, hogy a kiegyensulyozott esetben az alkuhalmaz egyetlen line-
aris feltételrendszerrel leithaté. A konkrét esetekben szerzett tapasztalatok mellett
ez is azt sejteti, hogy a négyszereplos jatékok alkuhalmazanak leirdsahoz sziikséges
linedris rendszerek szamdra a mag iiressége esetén is adhaté az emlitett 15012-nél
nagysagrendekkel kisebb fels6 korldt is.

4. Néhany specidlis szuperadditiv jatéktipus

A 3.1. tétel segitségével konnyen igazolhatjuk az alkuhalmaz és a mag egy-
beesését a szuperadditiv jatékok bizonyos részosztdlyaira. Amennyiben ugyanis
egy specialis tipust szuperadditiv jatékrél megmutathatd, hogy az ilyen jatékok
barmelyik elosztdsa kiegyensilyozott maximélis tébblet jatékot indukal (a mag-
beli elosztdsokra ez mindig igaz, hiszen a konstans 0 jatékot indukéljak), akkor
az alkuhalmaznak nem lehet a maghoz nem tartozé eleme, a két megoldashalmaz
tehat egybeesik. Ezen gondolatmenet mentén bizonyithaték az alabb ismertetett
ekvivalencia eredmények is. Az egyes jatéktipusok pontos definiciéjat a rovidség
kedvéért itt nem adjuk meg, csak utalunk a vonatkozoé cikkekre.

A konver jdtékokra Maschler, Peleg és Shapley [22] bizonyitottdk a mag és
az alkuhalmaz azonossdgit (egyébként bizonyitdsuk altaldnosithatésiga vezetett
a 3.1. tételhez). Mivel minden konvex jiték szuperadditiv és kiegyensilyozott
(Shapley [33]), az 3.1. &llitds 7. pontja alapjan a 3.1. tételbdl rogton kovetkezik a
két megoldas egybeesése.

A véto kontrolldlt monoton jatékokra a mag és az alkuhalmaz azonossiga szin-
tén konnyen bizonyithaté (Solymosi [35]). Egy nemnegativ v jatékban az i € N
egy vétd jatékos, ha v(S) = 0, valahdnyszor S Z i. A nemnegativ v jaték egy i-vétd
jaték, ha az i € N vétd jatékos v-ben, és azt mondjuk, hogy vétd kontrolldlt, ha
van benne véto jatékos. Konnyen belathatd, hogy

— minden vété kontrolldlt monoton jaték szuperadditiv és kiegyensulyozott;
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— ha v egy monoton ¢-véto jaték, akkor tetszbleges x € Im elosztéds dltal indu-
kélt w, maximalis tobblet jaték is egy monoton i-vétd jaték.

Ezen két megallapitas alapjan a 3.1. tételbdl rogton kovetkezik a két megoldas
ekvivalencidja ezen a jatékosztalyon. Specidlis esetként egy 1j bizonyitast kapunk
a kovetkez6 ismert eredményekre: a mag és az alkuhalmaz egybeesnek

— a vét6 kontrolldlt monoton egyszerii jatékokban (Einy, Wettstein [7]);

— a kldn (clan) jatékokban (Potters et al. [30]), specidlis esetként, a nagyfénok
(big boss) jatékokban (Potters et al. [29]).

A hozzdrendelési jatékokat Shapley és Shubik [34] haszndltdk el6szér osztha-
tatlan termékek kétoldalu piacainak alapmodelljeként. Igazoltdk, hogy minden
hozzarendelési jaték teljesen kiegyensilyozott, tehat szuperadditiv is. A 3.1. tétel-
re tamaszkodva Solymosi [35] dllapitotta meg, hogy

— hozzarendelési jatékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel kordbban Granot és Granot [11] mar igazoltak, hogy egy hozzdrendelési jaték
barmelyik elosztasdhoz tartozd maximaélis tobblet jaték is egy hozzarendelési jaték,
tehat kiegyensulyozott.

A permutdcids jatékokat Tijs et al. [42] vezették be bizonyos tdbbszereplds
feladat iitemezési (scheduling, sequencing) helyzetekben felmeriil6 koltség eloszté-
si problémak modelljeként. Megmutattak, hogy minden permutaciés jaték telje-
sen kiegyensilyozott, tehat szuperadditiv is. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi,
Raghavan és Tijs [37] bizonyitottdk, hogy

— permutdcios jatékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazoltédk, hogy egy permutécios jaték barmelyik elosztisahoz tartozd ma-
ximalis tobblet jaték is egy permutdciés jaték, tehat kiegyensulyozott. A permu-
taciés jatékok egyébként tekinthetOk a hozzarendelési jatékok egyfajta altalanosi-
tdsdnak is, mivel az utébbiak bedgyazhatdk az elébbiek halmazdba (Curiel, Tijs

[4])-

A particids jatékok (Kaneko, Wooders [17]) a hozzdrendelési jatékok més jel-
legli altalanositasai. Ez a jatéktipus két szempontbdl is érdekes. Egyrészt mo-
dellkeretet ad a valamilyen kiils6 tényez6 (példaul a kozvetlen kommunikécids csa-
torndk hidnya) miatt csak korldtozott egyiittmiikodési lehetéségekkel rendelkezd
dontési helyzetek vizsgdlatdnak (Myerson [25], Owen [27]). MAésrészt szdmos tel-
jes kooperécids, de specidlis strukturaju jatéktipus tekinthetd particids jatéknak,
amennyiben elére megadhaté a koalicidknak egy B részhalmaza tigy, hogy a teljes
jaték felépithetd az ezekbdl a bdzis-koaliciokbdl all6 maximalis értékii particiékon
keresztiil. A hozzarendelési jatékokon kiviil specidlis particids jatékok, példaul a
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fadsszefiiggd additiv jatékok is (Potters, Reijnierse [31]), specidlisan, a nagyf6nok
(big boss) jatékok (a fa egy csillag), illetve az egykiszolgdlds iitemezési jatékok
(a fa egy lanc) (Curiel, Pederzoli, Tijs [3]) is.

Minden particids jaték szuperadditiv. A B béziskollekciéra (és barmelyik be-
18le generélt B-particids jatékra) azt mondjuk, hogy erdsen kiegyensilyozott, ha a
B-particiés jatékok mindegyikének nem iires a magja, fliggetleniil a baziskoaliciok
értékétdl. Ennek a tulajdonsdgnak egyébként a kombinatorikus optimalizaldsban
szdmos ekvivalens jellemzése ismert. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi [38] iga-
zolta, hogy

— erOsen kiegyenstlyozott particiés jatékokban a mag és az alkuhalmaz egybe-
esnek.

A bizonyitas lényege itt is az adott jatékosztaly zartsaga a maximalis tobblet jaték
képzésére nézve. Solymosi [38] megmutatta, hogy ha rogzitiink egy B baziskollek-
ciét, az ebbdl generalt barmelyik B-particios jaték akarmelyik elosztdsahoz tartozd
maximalis tobblet jaték is egy B-particiés jaték lesz. Specidlisan, ha B erésen ki-
egyensilyozott, akkor barmelyik B-particids jaték akarmelyik elosztasahoz tartozé
maximélis tobblet jaték is (erdsen) kiegyensilyozott lesz. Innen pedig a 3.1. té-
telbdl kovetkezik a mag és az alkuhalmaz azonossdga. Mivel a hozzarendelési
jatékok, illetve a fatsszefligg6 additiv jatékok baziskollekcidja is erdsen kiegyensu-
lyozott (Kaneko, Wooders [17], Le Breton et al. [18]), specidlis esetként egy tjabb
bizonyitast kapunk az alkuhalmaz és a mag korabbrdél mar ismert azonossagara
ebben a két jatékosztalyban (Solymosi [35], Potters, Reijnierse [31]).

Az egyszerd hdlozati jatékok (Kalai, Zemel [16]) is particids jatékok, de nem
tartoznak az erdsen kiegyensiilyozott tipusba, mert a baziskoalicidknak nem min-
den elképzelhetd, hanem csak bizonyos, az adott jatékosztaly elGallitasdhoz sziik-
séges (példdul az additiv) értékelései mellett lesznek a generalt jatékok kiegyensi-
lyozottak. Kalai és Zemel [16] igazoltak, hogy az egyszerii hdlézati jatékok teljesen
kiegyensulyozottak, tehat szuperadditivak is. A 3.1. tételre tdmaszkodva Solymosi
[38] bizonyitotta, hogy

— egyszer(i hdlézati jatékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

felhaszndlva Granot, Granot és Zhou [12] egy kordbbi eredményét, miszerint egy
egyszeru héalézati jaték barmelyik elosztasdhoz tartozé maximélis tobblet jaték is
egy egyszeri hédlézati jaték, tehat kiegyensulyozott.

Az eladd-cég-vevd jatékok, vagy altalanosabban a lokdlisan additiv tébboldali
hozzarendelési jatékok szintén teljesen kiegyensilyozott (de nem erésen kiegyen-
stilyozott) particiés jatékok, tehat szuperadditivak is (Stuart [39]). A 3.1. tételt
alkalmazva Atay és Solymosi [1] bizonyitottak, hogy

— elad6-cég-vevo jatékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazoltdk, hogy egy elad6-cég-veve jaték barmelyik elosztasahoz tartozé ma-
ximalis tobblet jaték is egy eladd-cég-vevd jaték, tehat kiegyensulyozott.
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5. Néhany egyéb alkuhalmaz

Az eddig térgyalt (klasszikus) alkuhalmaz mellett szdmtalan egyéb kontrdkra
és rekontrakra épiild (halmazértékii) megolddsi koncepcié taldlhaté a szakiroda-
lomban. Béséges listat kozol Maschler [21], de ez a kit{ing attekinté dolgozat mér
csak a keletkezési ideje miatt sem lehet teljeskorii. Mi itt kisérletet sem tesziink
az Osszes alkuhalmaz véltozat szdmbavételére, csupan harom masik varidnst emli-
tiink.

A reaktiv alkuhalmaz (Granot [9], [10]) abban hasonlit a klasszikus alkuhalmaz-
ra, hogy itt is egyéni jatékosok kontraznak, illetve rekontraznak egyéni jatékosokat.
A kiilénbség abban van kozottiik, hogy a modellezni kivant alkufolyamatban a ,,t4-
madod” jatékos elOszor a kontrdjanak milyen részleteit fedi fel a ,,védekez6” jatékos
szamara. A klasszikus alkuhalmaz esetében rogton a teljes kontrat, a koaliciot és a
megemelt 1j kifizetéseket is. A reaktiv alkuhalmaz esetében viszont elészor csak a
kontra tényét kozli, sem a koaliciét, sem az 1j kifizetéseket nem arulja el. A véde-
kez6 jatékosnak viszont valaszaban meg kell adnia, hogy melyik koalicion keresztiil
fog védekezni. A tdmadé jatékos erre reagdlva (innen az elnevezés), mar ennek is-
meretében hatdrozhatja meg a kontrija részleteit. A védekezd jatékos pedig vagy
képes gy csoportositani a meghirdetett koalicidja dltal elérheté kifizetéseket, hogy
az rekontra legyen, vagy sem. Ilymoédon nyilvan kénnyebb megalapozott kontrak-
kal el6allni, a reaktiv alkuhalmaz tehédt részhalmaza a klasszikus alkuhalmaznak.
Ugyanakkor nyilvdnvaléan a reakt{v alkuhalmaz is tartalmazza a magot (az akdr
iires, akdr nem). Granot [9], [10] bizonyitotta, hogy a reaktiv alkuhalmaz nem iires,
ha a jaték elosztashalmaza nem iires, tovabba, hogy legfeljebb haromszereplés ja-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Bemutatott ugyanakkor egy olyan
gyengén kohéz{v (de nem gyengén szuperadditiv és nem is kohéziv) négyszereplds
jatékot, amelyben a reaktiv alkuhalmaz szigoriuan sziikebb, mint a klasszikus alku-
halmaz. E két megoldds viszonyanak pontosabb felderitésében vélhetéen hasznos
lenne tudni, hogy

a maximalis tobblet jatékok segitségével jellemezheté-e a reaktiv alkuhal-
maz?

A reaktiv és a klasszikus alkuhalmaz hasonlésigait és kiillonboz6ségeit targyalja
Granot és Maschler [13]. Megmutatjdk példdul, hogy egy (elosztdsokkal rendelke-
76) ltalanos négyszereplés jaték reaktiv alkuhalmaza lefrhaté 5'2 darab, egyen-
ként 53 linearis egyenl6tlenséghdl, illetve egyenlségbdl all6 rendszer megoldashal-
mazéanak unidjaként. A tartalmazdsi reldcidkbodl és a 3.2. tételbdl kovetkezik, hogy
a kiegyenstlyozott esetben a reaktiv alkuhalmaz is azonos a maggal, tehat egyetlen
linearis feltételrendszerrel is leirhat6. Tudomésunk szerint itt is nyitottak még a
kovetkezo kérdések:

Milyen feltételek mellett esik egybe a reaktiv alkuhalmaz és a klasszikus
alkuhalmaz a négyszereplos nem kiegyenstlyozott jatékok osztalyan?
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Milyen szerkezetli a reaktiv alkuhalmaz a négyszereplés nem kiegyensulyo-
zott jatékokban?

Csokkentheto-e, és ha igen mennyire, egy négyszereplés jaték reaktiv alku-
halmazat alkot6 véges sok konvex poliéder szaméara adott felsé korlat?

A Kklasszikus alkuhalmazzal kapcsolatos sejtésiink alapjan gy gondoljuk, hogy a
reaktiv alkuhalmaz esetében is adhaté az emlitett 5'2-nél sokkal kisebb felsé korlat
is.

Granot és Maschler [13] azt is igazoltdk, hogy Maschler [20] hires 6tszerep-
16s teljesen kiegyensulyozott jatékaban a reaktiv alkuhalmaz egybeesik a klasszi-
kus alkuhalmazzal, tehdt a reaktiv alkuhalmaz is szigoridan b&vebb, mint a mag.
Ugyanakkor, mar az el6z6 fejezetben ismertetett eredményeket megeléz6en ismert
volt, hogy a reaktiv alkuhalmaz nem b&vebb a magndl a hozzarendelési jatékok-
ban (Granot [9]), illetve az egyszer(i halézati jatékokban (Granot, Granot, Zhou
[12]). Erdekes volna olyan specidlis szerkezetl, kiegyensiilyozott jatéktipus(oka)t
ismerni, ahol a reaktiv alkuhalmaz szigorian tartalmazza a magot, de szigorian
sziikebb a klasszikus alkuhalmaznal.

A szemireaktiv alkuhalmaz (Sudholter, Potters [40]) éltal modellezett alkufo-
lyamatban a tdmadé jatékos rogton kozli a kontrajaban hasznalt koalicidt, de az
4j kifizetéseket majd csak akkor arulja el, ha a védekezo jatékos megadta, hogy
melyik koalicion keresztiil fog védekezni. A tamadd jatékos mar ennek ismere-
tében hatarozhatja meg az altala megnevezett koalicié tagjainak szant megemelt
1j kifizetéseket, amiket a védekezo jatékos vagy képes megadni az ¢ koaliciéjaban
is szerepld jatékosoknak, és tartani az eredeti kifizetést a tobbieknek, vagy sem.
Ebben az esetben is nyilvan kénnyebb megalapozott kontrdakkal eléallni, mint ha
rogton mindent elarult volna, de nehezebb, mint ha csak a kontra tényét kézolné.
A szemireaktiv alkuhalmaz tehat sziikebb, mint a klasszikus alkuhalmaz, de tartal-
mazza a reaktiv alkuhalmazt. Kovetkezésképpen, a szemireaktiv alkuhalmaz sem
iires, ha a jaték elosztashalmaza nem iires, tovabba, legfeljebb haromszereplGs ja-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Sudholter és Potters [40] kozolnek
egy olyan gyengén szuperadditiv, de nem kohéziv négyszereplés jatékot, amelyben
a reaktiv alkuhalmaz szigortan sziikebb, mint a szemireaktiv alkuhalmaz, illetve
egy olyan gyengén szuperadditiv, de nem kohéziv négyszereplGs jatékot, amelyben
a szemireaktiv alkuhalmaz szigortan sziikebb, mint a klasszikus alkuhalmaz. Itt
is felmeriilnek a kovetkezd kérdések:

A maximalis tobblet jatékok segitségével jellemezhetd-e a szemireaktiv alku-
halmaz?

Milyen feltételek mellett esik egybe a szemireaktiv alkuhalmaz a reaktiv al-
kuhalmazzal, illetve a klasszikus alkuhalmazzal a négyszereplos nem kiegyen-
sulyozott jatékok osztdlyan?
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Milyen szerkezetl a szemireaktiv alkuhalmaz a négyszereplos nem kiegyen-
stulyozott jatékokban?

Sudholter és Potters [40] ugyan megmutattak, hogy a szemireaktiv alkuhalmaz is
véges sok konvex poliéder unidja, de bizonyitasukban expliciten nem adtidk meg
azokat a logikai miiveletekkel Gsszekapcsolt linearis feltételrendszereket, amelyek
leirjak a szemireaktiv alkuhalmazt. Nincs tudomdasunk ilyen irdnyt eredményekrél,
igy mar a legkisebb nem trividlis esetben, a négyszereplés altalanos jatékokra sem
tudunk ismertetni fels6 korlatot ezeknek a linearis feltételrendszereknek a méretére,
illetve a szamara vonatkozoéan.

A Mas-Colell-alkuhalmaz (Mas-Colell [24]) is kontrékra és rekontrakra épiil, de
egyrészt itt koalicidk alkudoznak koalicidkkal, masrészt a kontrak és a rekontrdk
is kicsit mést jelentenek, mint az eddig targyalt (klasszikus, reaktiv, szemireaktiv)
alkuhalmazoknal, harmadrészt a megengedett kifizetésvektorok kore nem korlato-
z6dik az elosztasokra, elvben barmilyen szétosztas széba johet.

Egy (N,v) jatékban a szétosztdsok (sosem iires) halmazit jelolje Im*(V,v).
Egy adott x € Im*(IV,v) szétosztésnal az (S,y) pér, ahol @ # S C N, és y € RY,
egy gyenge kontra, ha y(S) = v(S), tovdbba yx > x minden k € S-re, és legaldbb
egy k € S-re az egyenltlenség szigori. Az (S,y) gyenge kontréara a (7', z) par, ahol
T C N és z € RT| egy erds rekontra, ha 2(T) = v(T), tovabba 2z > yj minden
k € TN S-re, z;, > x minden k € T\ S-re, és legaldbb egy k € T-re az egyen-
16tlenség szigoru. Vegyiik észre, hogy nincs semmi kikotés a gyenge kontraban
szerepl6 S és az erOs rekontraban szereplé T koalicidkra, az egyik akar részhal-
maza is lehet a masiknak. A Mas-Colell-alkuhalmaz azon szétosztdsok halmaza,
amelyeknél minden gyenge kontrara van erés rekontra, masképpen, amelyeknél
nincsen Mas-Colell-féle megalapozott kontra.

Mas-Colell [24] bizonyitotta, hogy a Mas-Colell-alkuhalmaz barmilyen jéték-
ban nem iires (szétosztdsok minden jatékban vannak), tovdbbd, hogy tartalmaz-
za a magot (mag elosztdsokndl gyenge kontrak sincsenek). Viszont Mas-Colell
[24] koz0lt egy olyan négyszereplds teljesen kiegyensilyozott (tehét szuperadditiv)
jatékot, amelyben a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmaz magon kiviili elosztést is.
Giménez-Gémez és Vilella [8] bizonyitotta, hogy hdromszereplds szuperadditiv és
kiegyensulyozott jatékokban a mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal, de a szu-
peradditivitds nélkiil az egybeesés mar nem feltétleniil teljestil. Természetszertiileg
adédik a kérdés, hogy

milyen szerkezet(i a Mas-Colell-alkuhalmaz a haromszereplds, esetleg a négy-
szereplés nem szuperadditiv és/vagy nem kiegyensilyozott jatékokban?

Ezekben a vizsgdlatokban is nagyon hasznos lehet a kovetkezd eredmény, ami a
3.1. tétellel van szoros kapcsolatban.

5.1. TETEL. (Holzman [15])
Tetszbleges v jatékban, az x € Im™(v) \ Co(v) szétosztdsndl pontosan akkor van
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Mas-Colell-féle megalapozott kontra, ha a w, maximalis tobblet jaték kiegyensu-
Iyozott.

Kiemeljiik, hogy ez a tétel a Mas-Colell-alkuhalmaz elemeinek egy karakterizici6jat
adja, a maximalis tobblet jaték kiegyensulyozottsdga alapjan barmelyik szétosz-
tdsrél pontosan eldonthetd, hogy a halmazba tartozik-e, vagy sem. A 3.1. tétel
szerint viszont ugyanezzel a segédeszkozzel az elosztdsoknak csak egy olyan hal-
mazét tudjuk azonositani, amely biztosan (de altaldban szigorian) tartalmazza a
klasszikus alkuhalmazt, rdadasul a 3.1. tétel csak a szuperadditiv esetben altala-
nos érvényii. A 3.1. és 5.1. tételek sszevetésébdl adédik Holzman [15] egy mésik
fontos eredménye:

— szuperadditiv jatékokban a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmazza a klasszikus
alkuhalmazt,

mivel a szétosztasok halmaza bovebb, mint az elosztasok halmaza.

A 5.1. tétel segitségével tobb (teljesen) kiegyensulyozott jatéktipusra konnyen
igazolhaté a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése. Az el6z6 fejezetben
hasznalt gondolatmenetet kvetve, ha bizonyithatd, hogy tetszéleges szétosztasnél
a maximalis tobblet jaték is az adott jatékosztalyba tartozik, tehat kiegyensu-
lyozott, akkor magon kiviili szétosztds nem tartozhat a Mas-Colell-alkuhalmazba,
tehat egybeesnek.

Példaul, a konvex jdtékokra az 3.1. Allitds 7. pontja alapjan a 5.1. tételbdl
rogton kovetkezik a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése is, mivel minden
konvex jéték (teljesen) kiegyensiilyozott (Shapley [33]).

"

A wvéto kontrolldlt monoton jdtékokra is erdsithetd az el6z6 fejezetben targyalt
ekvivalencia eredmény (Solymosi [35]) a magnak a Mas-Colell-alkuhalmazzal vald
egybeesésére. Bizonyitasunk a kovetkezo:

Legyen v egy monoton i-vété jaték, a O-normalizaltjat jelolje v°. Mivel v(j) = 0
minden j # i-re, nyilvan v° is egy monoton i-vété jaték, tehdt szuperadditiv is.
Alkalmazhatjuk tehat v°-ra Atay és Solymosi [1] észrevételét, miszerint

— egy szuperadditiv 0-normalizalt jatékban egy x szétosztas altal indukalt ma-
ximélis tobblet jaték O-normalizaltja ugyanaz, mint a szétosztas pozitiv része
4ltal indukélt maximélis t&bblet jaték, azaz w2 (S) = w,+ (S) minden S C N-
re, ahol = max{z;,0} minden i € N-re.

Vegyiink egy tetszbleges = szétosztast a v monoton i-vété jatékban. Mivel

v)(T) =0 minden T C N \ {i}-re, és 7 > 0 minden i € N-re, a v° tébblet
jatékéban e +(T) < 0 minden T' C N \ {i}-re, tehdt a maximédlis t6bblet jatéka-
ban wy+ (N \ {i}) = 0, vagyis az i egy vétd jétékos a (definicié szerint) monoton
wy+ jatékban. Kapjuk, hogy a w® = w,+ jaték kiegyensilyozott. A 5.1. tétel-
bol, valamint a magnak és a Mas-Colell-alkuhalmaznak a 0-normalizalasra vald
kovarianciajabol kovetkezik, hogy
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— véto kontrolldlt monoton jatékokban a mag és a Mas-Colell-alkuhalmaz egy-
beesnek.

Megjegyezziik, hogy a vétd kontrollalt monoton egyszerii jatékokra Einy és Wettstein
[7] ezt az ekvivalencidt mar igazoltdk.

Végezetill megemlitjiik, hogy az el6z6 fejezetben targyalt mindegyik tovabbi
jatékosztalyra is igaz az er6sebb mag ekvivalencia is, mivel mindegyik emlitett
jatékosztaly tartalmazza a tetszOleges szétosztasnal vett maximalis tobblet jatékot
is. Ezen allitasok bizonyitasa megtaldlhat6 az alabb felsorolt munkdkban.

5.2. TETEL. A mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal
— a permutécios jatékokban (Solymosi, Raghavan, Tijs [37]);

— az erésen kiegyenstiilyozott particios jatékokban, specialisan a hozzarendelési
jatékokban, illetve a fadsszefiiggs additiv jatékokban (Solymosi [38]);

— az egyszeri hélézati jatékokban (Solymosi [38]);
— az eladd-cég-vevd jatékokban (Atay, Solymosi [1]).

Az frasunkban ismertetett szdmos egybeesési eredmény alapjan meggy&zédé-
siink, hogy a maximalis tobblet jatékok kiegyensilyozottsaganak vizsgélatdval sza-
mos tovabbi (teljesen) kiegyenstlyozott jatéktipusra is viszonylag kénnyen igazol-
hatdk (vagy cafolhatdk) lesznek kiilonféle, els6sorban a klasszikus és a Mas-Colell-
alkuhalmazokkal kapcsolatos mag ekvivalencia eredmények.

Az alkuhalmazokkal valé tovabbi ismerkedésre az itt emlitett munkakon ki-
viil els6sorban a (Peleg, Sudholter [28]), illetve (Maschler, Solan [23]) kényvek
megfelel6 fejezeteit ajanljuk.
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COINCIDENCE OF BARGAINING SETS AND THE CORE

TAMAS SOLYMOSI

The core is the most frequently studied set-valued solution of cooperative games. It
embodies the basic stability requirement that the allocation of the grand coalition value must
be acceptable for all coalitions. In many games no such allocation exists, hence other solution
concepts which are nonempty even for games with empty core are also needed. Among the
plethora of available nonempty core extensions, here only the best known bargaining sets are
discussed. The common feature of the various bargaining sets is that, in addition to core
allocations, they also admit non-core imputations at which disruption by a coalition could
happen, but can be prevented by raising the payoffs to the disruptive players. The aim of
the paper is to give an introductory overview of known results, augmented by some new
observations and open questions, on the coincidence of the core and the classical, the reactive,

the semireactive , and the Mas-Colell bargaining sets.
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