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ALKUHALMAZOK ÉS A MAG EGYBEESÉSE

SOLYMOSI TAMÁS

A kooperat́ıv játékok legtöbbet vizsgált halmazértékű megoldása a mag,
ami azt az alapvető stabilitási követelményt fogalmazza meg, hogy a nagyko-
aĺıció értékét mindegyik koaĺıció számára elfogadható módon kell szétosztani.
Mivel sok játékban nem létezik ennyire stabil elosztás, olyan megoldási kon-
cepciókra is szükség van, amelyek akkor sem üresek, amikor a mag üres. A
szakirodalomban található számos magkiterjesztés közül itt csak az alkuhal-
mazok kerülnek teŕıtékre, azok közül is csak a legismertebbek. A különféle
alkuhalmazok közös jellemzője, hogy a magbelieken ḱıvül olyan, a magon
ḱıvüli elosztásokat is megengednek, amelyeknél egy koaĺıció kiválását az el-
lenérdekelt játékosok meg tudják hiúśıtani néhány kiválni szándékozó játékos
kifizetésének megemelésével. A dolgozat bevezető jellegű áttekintést ḱıván
nyújtani a klasszikus, a reakt́ıv, a szemireakt́ıv és a Mas-Colell-féle alku-
halmaz és a mag egybeesésére vonatkozó ismert eredményekről, kiegésźıtve
néhány új észrevétellel.

1. Bevezetés

A játékelmélet tárgya a többszereplős interakt́ıv döntési helyzetek matemati-
kai modellezése és vizsgálata. A szereplők (játékosok) szuverén döntéshozók, akik
a számukra adott cselekvési lehetőségek közüli választással valamilyen mérték-
ben befolyásolni tudják a döntési helyzet (játék) kimenetelét, s ezáltal nemcsak
a saját magukra, hanem a többi résztvevőre vonatkozó következményeket is. Ez
a szereplők között fennálló kölcsönös függőség szinte valamennyi gazdasági, tár-
sadalmi döntési helyzet alapvető jellemzője, ezért érthető, hogy az ilyen szitu-
ációk absztrakt vizsgálatának fő motiváló forrása, illetve alkalmazási területe a
közgazdaság-tudomány, illetve tágabban a társadalomtudományok. A formalizált
modellek elemzése ugyanakkor matematikai eszközökkel történik.

A játékelméletet szokás két fő, egymástól szigorúan el nem választható terü-
letre osztani. A legegyszerűbb, a két racionális döntéshozó közötti antagonisztikus
konfliktust léıró nemkooperat́ıv modell elemzése mellett a terület alapvetésének
és névadójának számı́tó könyvükben Neumann és Morgenstern [26] elsősorban a
hatékonyságnövelés által motivált döntéshozók közötti együttműködés kérdéseit
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vizsgálták. Egy játékot kooperat́ıvnak tekintünk, követve a Nobel-d́ıjas Harsányi
János meghatározását [14], ha a játékosok közötti egyeztetések után a felek szá-
mára kötelező érvényű megállapodások (binding agreement) szület(het)nek. Ilyen-
kor a játék lefolyásának részleteit és az egyes játékosok stratégiai megfontolásait
háttérbe szoŕıtják az egyes koaĺıciók által elérhető kimenetelek meghatározására,
illetve az együttműködés hozadékának szétosztására vonatkozó kérdések.

A kooperat́ıv modellek több alapkategóriába sorolhatók. Az első választóvonal
az, hogy az adott szituációban létezik-e, vagy sem, egy olyan

”
pénzszerű termék”

(side-payment) aminek átadásával az egyéni hasznosságok egymás között átru-
házhatók. Például a klasszikus párośıtási modellekben a szereplőknek csak sor-
rendi preferenciáik vannak, mert a vizsgált helyzetek (felvételi, vesecsere) esetleg
kimondottan tiltják a játékosok közötti bármiféle pénzbeli kompenzációt. Az át-
ruházható hasznosságokat feltételező modellek tovább bonthatók aszerint, hogy az
átadott

”
pénzszerű termék”minden résztvevő számára minden esetben azonos érté-

ket jelent-e. Amennyiben az egyéni hasznosságskála-egységek azonosak, átváltható
hasznosságú (transferable utility) kooperat́ıv játékról beszélünk. Ilyenkor az egyé-
ni hasznosságok összehasonĺıthatók, sőt összeadhatók, ı́gy értelmezhető az egyes
koaĺıciók

”
értéke” is. Neumann és Morgenstern [26] óta az átváltható hasznosságú

kooperat́ıv alapmodellben egy koaĺıció értékének a tagjai által (a koaĺıcióban részt
nem vevő játékosok döntéseitől függetlenül) elérhető legnagyobb összhasznosságot
szokás tekinteni. A központi kérdés pedig a koaĺıció által elért összhaszonnak a
tagok közötti újraelosztása.

Itt csak átváltható hasznosságú kooperat́ıv játékok megoldásaival foglalkozunk,
ezért a továbbiakban (kooperat́ıv) játék alatt mindig ilyen játékot értünk. A ćım-
ben jelzett halmazértékű megoldások egybeesésének körülményeit vizsgáljuk. A
mag (core), illetve a különféle alkuhalmazok (bargaining sets) mindegyike vala-
milyen stabilitási követelményt testeśıt meg. Amikor tehát ezen megoldások kap-
csolatát vizsgáljuk, tulajdonképpen a mögöttes stabilitási tulajdonságok viszonyát
elemezzük.

2. Alapok

Egy kooperat́ıv játék alatt az (N, v) párt értjük, ahol N a játékosok véges,
nemüres halmaza, és v : 2N → R a koaĺıciós függvény, ami mindegyik S ⊆ N
koaĺıcióra megadja annak v(S) értékét (a tagjai együttműködése által elérhető
maximális összhasznosságot). Defińıció szerint v(∅) = 0. Az (N, v) játék szuper-
addit́ıv, ha tetszőleges S ∩ T = ∅ koaĺıciókra v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) teljesül, és
gyengén szuperaddit́ıv, ha az egyenlőtlenséget csak egyelemű T -vel követeljük meg.
A szuperaddit́ıv játékok az olyan kooperat́ıv helyzetek modelljei, ahol a közös tagot
nem tartalmazó koaĺıciók együttműködése csak előnnyel járhat. Amennyiben ez a

”
pozit́ıv szinergia” csak a nagykoaĺıciót eredményező együttműködéseknél jön biz-
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tosan létre, azaz ha tetszőleges N = N1 ∪ . . . ∪Nk part́ıcióra

v(N1) + . . .+ v(Nk) ≤ v(N)

teljesül, a játékot kohéźıvnek h́ıvjuk. Amikor ezt a kohéziós egyenlőtlenséget a
nagykoaĺıciónak csak az olyan part́ıcióitól várjuk el, amelyekben legfeljebb egy
koaĺıció nem egyelemű, azaz ha tetszőleges S ⊆ N -re v(S) +

∑
j∈N\S v(j) ≤ v(N)

teljesül, a játékot gyengén kohéźıvnek mondjuk. Egy szuperaddit́ıv játék nyilván
kohéźıv is, egy gyengén szuperaddit́ıv játék pedig gyengén kohéźıv is.

Az (N, v) játék egy megoldás án a játékosok egyéni részesedését tartalmazó
x = (xi : i ∈ N) ∈ RN kifizetés-vektort értjük, amire azt mondjuk, hogy

– szétosztás, ha x(N) = v(N);

– elosztás, ha szétosztás, és xi ≥ v(i) minden i ∈ N -re;

– mag-elosztás, ha szétosztás, és x(S) ≥ v(S) minden S ⊂ N -re,

ahol x(S) :=
∑

i∈S xi jelöli az S ⊆ N koaĺıció összkifizetését. Azt mondjuk,
hogy az y kifizetésvektor az S koaĺıció által dominálja az x kifizetés-vektort, ha
y(S) ≤ v(S), és yi > xi minden i ∈ S-re. Nyilvánvaló, hogy az x csak akkor
dominálható az S-en keresztül, ha az ex(S) = v(S)−x(S) többlet pozit́ıv, és minél
nagyobb ez a többlet, az S annál

”
elégedetlenebb” az x megoldással.

Vizsgálatainkban szinte kizárólag elosztásokra szoŕıtkozunk, halmazukat Im
jelöli (imputations). Könnyen adódik, hogy tetszőleges (N, v) játékra,

Im(v) ̸= ∅ ⇐⇒ v(N) ≥
∑
i∈N

v(i). (1)

Szuperaddit́ıv (gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv / gyengén kohéźıv) játékokban ez
az egyenlőtlenség nyilván teljesül, az elosztások halmaza ilyenkor tehát nem üres.

2.1. A mag

A mag elosztások halmaza a mag, jelölése Co (core). Belátható, hogy szuper-
addit́ıv (gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv / gyengén kohéźıv) játékokban a mag
azonos a semmilyen elosztás által sem dominált elosztások halmazával. Nyilván
minden játékban Co ⊆ Im. A mag nemüressége is eldönthető az (1)-ben sze-
replőhöz hasonló lineáris egyenlőtlenségek ellenőrzésével, de ehhez sokkal több és
jóval összetettebb egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. A részletek tárgyalása nélkül
azt mondjuk, hogy egy játék kiegyensúlyozott, ha a magja nem üres, és teljesen
kiegyensúlyozott, ha bármelyik koaĺıcióhoz tartozó részjátéka is kiegyensúlyozott.
Rögtön adódik, hogy minden teljesen kiegyensúlyozott játék szuperaddit́ıv, és min-
den kiegyensúlyozott játék kohéźıv.

Kétszemélyes játékokban Co = Im, hiszen a nagykoaĺıción ḱıvül csak egy-
személyes koaĺıciók vannak, az elosztások és a mag elosztások tehát ugyanazok.
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Az (1) alatti jellemzés tükrében kapjuk, hogy a (gyengén) kohéźıv / szuperaddit́ıv
esetben Co = Im ̸= ∅, egyébként viszont Co = Im = ∅.

A legalább háromszemélyes játékok halmazán a szuperadditivitás se nem szük-
séges, se nem elégséges feltétele a kiegyensúlyozottságnak. Ismeretes például, hogy
egy háromszemélyes szuperaddit́ıv játékban (sőt gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv /
gyengén kohéźıv játékban is)

Co(v) ̸= ∅ ⇐⇒ v(ij) + v(ik) + v(jk)

2
≤ v(ijk). (2)

Másrészt nyilván kiegyensúlyozott (tehát (gyengén) kohéźıv), de nem (gyengén)
szuperaddit́ıv az a háromszereplős játék, amelyben minden koaĺıció értéke 0, kivéve
egy kétszemélyes koaĺıciót, aminek viszont negat́ıv az értéke.

A mag a kooperat́ıv játékok legtöbbet vizsgált halmazértékű megoldása. Azt a
nagyon intuit́ıv stabilitási követelményt fogalmazza meg, hogy a játék megoldásá-
nak olyan módon kell a nagykoaĺıció értékét szétosztania, ami mindegyik koaĺıció
számára elfogadható, másképpen, ami egyetlen koaĺıción keresztül sem dominálha-
tó. Mivel sok játékban nem létezik ennyire stabil elosztás, szükség van olyan meg-
oldási koncepciókra is, amelyek akkor sem üresek, amikor a mag üres. A Neumann
és Morgenstern [26] által leginkább vizsgált ún. konstans összegű játékokban pél-
dául a mag csak a kooperáció szempontjából érdektelen (addit́ıv) esetben nem üres,
ezért ők a stabil halmazokat tekintették a modell megoldásának. Az irodalomban
fellelhető számtalan egyéb magkiterjesztés közül mi itt csak az egyik legelsőt, az
Aumann és Maschler [2] által javasolt alkuhalmazokat tárgyaljuk.

2.2. A klasszikus alkuhalmaz

Az alkuhalmazok közös jellemzője, hogy olyan dominált (magon ḱıvüli) elosztá-
sokat is megengednek, amelyeknél egy koaĺıció kiválási szándékát az ellenérdekelt
játékosok meg tudják hiúśıtani néhány kiválni szándékozó játékos kifizetésének
megemelésével. A mögöttes alkufolyamat részletei, s ı́gy az azt túlélő elosztás-
halmazok is nagyon sokfélék lehetnek. Az Aumann és Maschler [2] által felvetett
számos változat közül az a t́ıpus került a vizsgálatok fókuszába, amelyről Davis és
Maschler [5], [6] bebizonýıtották, hogy amennyiben a játékban vannak elosztások,

ez az alkuhalmaz nem üres. Írásunkban, az utolsó fejezetig, alkuhalmaz alatt mi
is ezt a

”
klasszikus” alkuhalmazt értjük.

Legyen (N, v) egy nemüres elosztáshalmazzal rendelkező játék (lásd (1)). Azt
mondjuk, hogy az x ∈ Im elosztásnál az (S, y) pár az i játékosnak a j ( ̸= i)
játékossal szembeni kontrája (objection), ha

S ⊂ N, i ∈ S ̸∋ j, y ∈ RS , y(S) = v(S), yk > xk ∀k ∈ S-re.
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Az i játékos j-vel szembeni (S, y) kontrájára a j játékos rekontrája (counter-
objection) a (T, z) pár, ha

T ⊂ N, j ∈ T ̸∋ i, z ∈ RT , z(T ) = v(T ),

zk ≥ yk ∀k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk ∀k ∈ T \ S-re .

Az alkuhalmaz, jelölje M , a játék azon elosztásainak halmaza, amelyeknél min-
den kontrára van rekontra. Másképpen, azok az elosztások nem tartoznak az
alkuhalmazba, amelyeknél van megalapozott kontra (justified objection), azaz egy

”
támadó” játékosnak egy olyan kontrája, amire a

”
védekező” játékosnak nincsen

rekontrája.
A továbbiakban szükségünk lesz a következő, könnyen belátható észrevételekre.

2.1. Álĺıtás. Tetszőleges gyengén kohéźıv játékban egy elosztásnál:

1. Egy koaĺıció csak akkor szerepelhet egy kontrában, ha a többlete pozit́ıv.
Következésképpen, a nagykoaĺıción és az egyszemélyes koaĺıciókon keresztül
nem lehet kontrázni.

2. Egy koaĺıció csak akkor szerepelhet egy rekontrában, ha a többlete nemne-
gat́ıv, és amennyiben van közös tagja a kontrában szereplő koaĺıcióval, akkor
a többlete pozit́ıv. Következésképpen, egy játékos a saját egyszemélyes ko-
aĺıcióján keresztül csak akkor tud rekontrázni, ha a többlete nulla.

3. Az i ∈ N játékosnak a j ∈ N játékossal szemben csak egy olyan koaĺıción ke-
resztül lehet megalapozott kontrája, amelynek a (pozit́ıv) többlete szigorúan
több, mint bármelyik az i-t nem, de a j-t tartalmazó koaĺıció többlete.

Davis és Maschler [6] bizonýıtották, hogy az M alkuhalmaz nem üres, ha a já-
tékban az elosztások Im halmaza nem üres. Mivel pontosan azok az elosztások
a magbeliek, amelyeknél egyetlen játékosnak sincs kontrája, tehát megalapozott
kontrája sem lehet, adódik, hogy

– bármilyen játékban Co ⊆ M ⊆ Im.

Kétszemélyes játékokban, mint láttuk, Co = Im, következésképpen,

Co = M = Im,

mégpedig a szuperaddit́ıv (vagy ami ilyenkor ugyanaz, gyengén szuperaddit́ıv /
kohéźıv / gyengén kohéźıv) esetben Co = M = Im ̸= ∅, egyébként viszont
Co = M = Im = ∅.

Az alkuhalmaz még a háromszemélyes játékokban is könnyen meghatározható,
legalábbis a nagyon enyhe feltételt jelentő gyengén kohéźıv esetben.

2.2. Álĺıtás. Legyen (N = {i, j, k}, v) egy háromszereplős játék.
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1. Ha v kiegyensúlyozott (tehát gyengén kohéźıv is), akkor Co(v) = M(v).

2. Ha v nem kiegyensúlyozott, de gyengén kohéźıv, akkor M(v) azt az egyetlen
x elosztást tartalmazza, amelyre ex(ij) = ex(ik) = ex(jk).

3. Ha v egy nemüres elosztáshalmazzal rendelkező, de nem gyengén kohéźıv
játék, akkor M(v) egy (esetleg egyetlen pontból álló) egyenes szakasz.

Bizonýıtás. Terjedelmi okokból csak az első két álĺıtást bizonýıtjuk. A nem gyen-
gén kohéźıv esettel kapcsolatban Tchantcho, Moyouwou és Andjiga [41] cikkére
utalunk, akik megadták tetszőleges háromszereplős játékra az alkuhalmaz (ami
a kiegyensúlyozott esetben a mag) pontos szerkezetét. Az alkalmazásokban csak
kivételesen előforduló nem gyengén kohéźıv esetet a 2.2. példával szemléltetjük.

Legyen v egy tetszőleges gyengén kohéźıv játék (tehát nemüres elosztáshalmaz-
zal rendelkező) háromszereplős játék, és legyen x ∈ Im\Co egy tetszőleges, magon
ḱıvüli elosztás (ha a mag üres, akkor persze ez a kitétel semmis). Ćımkézzük úgy
a három játékost, hogy ex(ij) ≥ ex(ik) ≥ ex(jk) legyen. Mivel ex(ij) > 0, ezen a
maximális (pozit́ıv) többletű koaĺıción keresztül az i és a j is kontrázhatja a komp-
lementerbeli k játékost. Mivel v gyengén kohéźıv, v(ijk) ≥ v(ij) + v(k), amiből
0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(k), innen pedig ex(k) < 0 következik. Tehát a k játékos
a saját egyszemélyes koaĺıcióján keresztül nem tud rekontrázni, csak a kontrázó ij
koaĺıcióval átfedő ik, illetve jk koaĺıciókon keresztül, de ezekkel is csak akkor, ha
pozit́ıv a többletük (2.1. álĺıtás 2. pont).

Amennyiben ex(ij) > ex(jk) > 0, az i játékos megalapozottan tudja kont-

rázni k-t az S = ij koaĺıción keresztül az yi = xi +
ex(ij)− ex(jk)

2
és yj =

xj +
ex(ij) + ex(jk)

2
kifizetésekkel. A k játékos ezzel szemben ugyanis csak a

T = jk koaĺıción keresztül tudna védekezni, de egy rekontrához kettőjüknek össze-

sen legalább yj + xk = xj +
ex(ij) + ex(jk)

2
+ xk > x(jk) + ex(jk) = v(jk)

kifizetés kellene, ami viszont elérhetetlen a jk koaĺıció számára. Magon ḱıvüli el-
osztás (akár üres a mag, akár nem) tehát csak akkor lehet az alkuhalmaz eleme,
ha ex(ij) = ex(ik) = ex(jk) > 0.

Ha a v kiegyensúlyozott, akkor v(ijk) ≥ v(ij) + v(ik) + v(jk)

2
, amiből

0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(ik) + ex(jk)

2
következik tetszőleges x elosztásra. Az

előbbi megállaṕıtás tükrében ez azt jelenti, hogy magon ḱıvüli elosztás nem tartoz-
hat az alkuhalmazba, hiszen x ∈ M \Co esetén a számlálóban szereplő mindhárom
többlet pozit́ıv lenne. Következésképpen, ha a mag nemüres, akkor Co(v) = M(v).
Ezzel az álĺıtás 1. pontját beláttuk.

Ha a v nem kiegyensúlyozott, akkor minden elosztás magon ḱıvüli, tehát mind-
egyik kétszemélyes koaĺıció többlete pozit́ıv. Ezek közül, mint megállaṕıtottuk,
csak azok az elosztások tartozhatnak az alkuhalmazba, amelyeknél a kétszemélyes
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koaĺıciók többlete azonos. A v(ij)− xi − xj = v(ik)− xi − xk = v(jk)− xj − xk

lineáris egyenletrendszernek viszont egyetlen megoldása van, mégpedig

xi =
v(ijk) + v(ij) + v(ik)− 2v(jk)

3
,

és a megfelelő módon permutált változatok a másik két játékosra. Az alkuhalmaz
tehát ebből az egyetlen elosztásból áll. Ezzel az álĺıtás 2. pontját is beláttuk. ⊓⊔

A fenti második álĺıtás szemléltetésére nézzük a következő példát.

2.1. Példa. Legyen N = {1, 2, 3}, a koaĺıciós függvény pedig

S 1 2 3 12 13 23 123

v(S) 0 0 0 30 30 30 30

A játék szuperaddit́ıv, de nem kiegyensúlyozott, mag elosztás csak v(123) ≥ 45
esetén létezne (lásd (2)). Az alkuhalmaz viszont M = {(10; 10; 10)}, ugyanis
csak ennél az elosztásnál nincsen megalapozott kontra. Egyrészt a (10; 10; 10)
elosztásnál egy i-nek egy k-val szembeni kontrája csak

(S = ij; yi = 10 + α, yj = 20− α)

alakú lehet, ahol 0 < α < 10, erre viszont tud válaszolni k, például a

(T = jk; zj = 20, zk = 10)

rekontrával. Másrészt, ha az x elosztásban van két különböző kifizetés, mondjuk
xi ≤ xj ≤ xk, de xi < xk, akkor nyilván xi < 10 < xk, és xj ≤ 15, vagyis az
(S = ij; yi = 10, yj = 20) az i-nek egy olyan kontrája a k-val szemben, amire
k-nak nincsen rekontrája, sem egyéni (az x elosztás), sem a T = jk-n keresztül,
ahhoz ugyanis legalább zj + zk ≥ 20 + xk > 30 = v(jk) kifizetés kellene, ami
kettőjük számára elérhetetlen.

A 2.1. álĺıtás 3. pontja szerint egy nem gyengén kohéźıv, háromszereplős játék-
ban az alkuhalmaz lehet egy szakasz is. Ennek az esetnek a szemléltetésére nézzük
a következő példát.

2.2. Példa. Legyen N = {1, 2, 3}, a koaĺıciós függvény pedig

S 1 2 3 12 13 23 123

v(S) 0 0 0 4 1 1 3

A játék nem gyengén kohéźıv, hiszen v(12) + v(3) > v(123), a mag tehát üres. Az
alkuhalmaz mégis több pontból áll, M = {xα = (x1 = 2−α; x2 = 1+α; x3 = 0) :
0 ≤ α ≤ 1}.
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Egyrészt, az xα elosztásoknál a koaĺıciónkénti összkifizetések, illetve többletek
az alábbiak:

S 1 2 3 12 13 23 123

xα(S) 2− α 1 + α 0 3 2− α 1 + α 3

exα(S) −2 + α −1− α 0 1 −1 + α −α 0

Mivel akármelyik xα (0 ≤ α ≤ 1) elosztásnál csak az S = 12 koaĺıció többlete
pozit́ıv, csak 1 → 3 és 2 → 3 kontrák keletkezhetnek, de ezeket a 3-as játékos
egyedül is képes rekontrázni a (T = 3; z3 = 0) párral.

Másrészt, bármelyik xα (−1 ≤ α < 0) elosztásnál a 2-es játékos kontrázhatja
az 1-est az (S = 23; y2 = 1+ α

2 ; y3 = 0− α
2 ) párral, amire viszont nincs az 1-esnek

rekontrája, sem önállóan, sem a T = 13 koaĺıción keresztül, ahhoz ugyanis legalább
z1 + z3 ≥ 2− 3α

2 > 1 = v(13) kifizetés kellene, ami kettőjük számára elérhetetlen.
Hasonlóképpen, bármelyik xα (0 < α ≤ 1) elosztásnál az 1-es játékosnak van
megalapozott kontrája a 2-sel szemben. Végül, minden olyan x elosztásnál, amiben
x3 > 0, a 3-as játékos önállóan nem képes rekontrára, tehát az

(S = 12; y1 = x1 +
x3

2
; y2 = x2 +

x3

2
)

egy megalapozott kontra a 3-assal szemben (például az 1-esé).

3. Az alkuhalmaz és a mag egybeesése

Mivel bármilyen játékban a mag (akár üres, akár nem) részhalmaza az alkuhal-
maznak, az elosztásokkal (tehát nemüres alkuhalmazzal is) rendelkező játékokban
a Co = M egyenlőséghez elengedhetetlen a játék kiegyensúlyozottsága. Ugyanak-
kor Maschler [20] ötszereplős, teljesen kiegyensúlyozott példája is mutatja, hogy
a magelosztások létezése messze nem zárja ki az alkuhalmaz értelmében stabil el-
osztások létezését. Ismertek ugyanakkor olyan speciális játékosztályok, ahol az
alkuhalmaz nem bővebb, mint a nemüres mag. Ilyen például a konvex játékok
osztálya (Maschler et al. [22]), a vétó játékossal rendelkező (vagyis a kiegyensú-
lyozott) monoton egyszerű játékok osztálya (Einy, Wettstein [7]), a szuperaddit́ıv
egyszerű folyamjátékok osztálya (Reijnierse et al. [32]), vagy az alkalmazások-
ban ugyancsak gyakran előforduló faösszefüggő addit́ıv játékok osztálya (Potters,
Reijnierse [31]). Az ezekre az egybeesési eredményekre adott bizonýıtások egységes
keretbe helyezhetők és általánośıthatók az alábbi fogalom seǵıtségével.

Kiindulva az (N, v) játékból, definiáljuk az x ∈ RN -hez tartozó (N,wx) maxi-
mális többlet játékot a

wx(S) := max
T⊆S

ex(T ) minden S ⊆ N -re
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koaĺıciós függvénnyel. Nyilván wx(∅) = 0, tehát wx valóban egy játék.

Könnyen adódnak a következő észrevételek.

3.1. Álĺıtás. Tetszőleges x ∈ RN -re

1. wx monoton (azaz wx(S) ≤ wx(T ) minden S ⊆ T -re);

2. wx(S) ≥ max{ex(S), 0} minden S ⊆ N -re;

3. wx a minimális olyan monoton koaĺıciós függvény, ami teljeśıti az előző pont-
beli tulajdonságot (a wx az ex többlet játék monoton fedőjátéka);

4. x ∈ Im ⇐⇒ wx 0-normalizált (azaz wx(i) = 0 minden i ∈ N -re);

5. x ∈ Co ⇐⇒ wx a nulla-játék (azaz wx(S) = 0 minden S ⊆ N -re);

6. ha a v játék szuperaddit́ıv / gyengén szuperaddit́ıv, akkor az ex többlet játék,
illetve a wx maximális többlet játék is szuperaddit́ıv / gyengén szuperaddit́ıv.

7. ha a v játék konvex (azaz v(S)+v(T ) ≤ v(S∪T )+v(S∩T ) minden S, T ⊆ N -
re), akkor az ex többlet játék, illetve a wx maximális többlet játék is konvex.

A fentiekből következik, hogy amennyiben x ∈ Im, a wx maximális többlet játék
tetszőleges játék esetén gyengén szuperaddit́ıv, hiszen az 1. pont szerint mindig
monoton és a 4. pont szerint elosztásnál 0-normalizált is.

A maximális többlet játék jól használható a megalapozott kontrák létezésének
eldöntésére. Az S koaĺıció ugyanis nyilván csak akkor szerepelhet egy kontrában az
x elosztásnál, ha ex(S) > 0, és annál nehezebb erre rekontrázni, minél magasabb
ez a többlet (lásd az 2.1. álĺıtás 3. pontját).

3.1. Tétel. (Solymosi [35])
Legyen v egy szuperaddit́ıv játék és x ∈ Im(v) \ Co(v) egy magon ḱıvüli elosztás.
Ha a wx maximális többlet játék kiegyensúlyozott, akkor az x elosztásnál van
megalapozott kontra, tehát x /∈ M(v).

Bizonýıtás. Legyen v egy szuperaddit́ıv játék, és x ∈ Im(v) \ Co(v) egy olyan
magon ḱıvüli elosztás, amelynél a wx kiegyensúlyozott. Vegyünk egy u ∈ Co(wx)
vektort. Mivel u ≥ 0 (hiszen wx 0-normalizált), és u(N) = wx(N) > 0, az u
pozit́ıv komponenseinek P := {i ∈ N : ui > 0} halmaza nem üres.

Legyen S ⊂ N egy tartalmazásra nézve maximális olyan koaĺıció, amire ex(S) =
wx(N). Nyilván ∅ ̸= S ̸= N . Továbbá P ⊆ S, és ex(S) = u(S), hiszen

ex(S) ≤ wx(S) ≤ u(S) ≤ u(S) + u(N \ S) = u(N) = wx(N) = ex(S)

miatt uj = 0 minden j ∈ N \ S játékosra.
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Legyen i ∈ P ⊆ S, és j ∈ N \ S. Definiáljuk az y ∈ RS vektort a következőkép-
pen:

yi := xi +
ui

|S|
, és yk := xk + uk +

ui

|S|
, ha k ̸= i, k ∈ S.

Mivel ui > 0, és uk ≥ 0 minden k ∈ S-re, yk > xk minden k ∈ S játékosra. Mivel
y(S) = x(S)+u(S) = x(S)+ex(S) = v(S), az (S, y) konfiguráció az i egy kontrája
a j-vel szemben az x-nél. Sőt, egy megalapozott kontrája.

A j játékosnak ugyanis nincs rekontrája az (S, y) kontrára. Egyrészt, mivel
az S tartalmazásra nézve maximális, és az ex szuperaddit́ıv (3.1. álĺıtás 6. pont),
bármely T ̸= ∅ és T ∩ S = ∅ koaĺıció többlete negat́ıv, hiszen

ex(S) > ex(S ∪ T ) ≥ ex(S) + ex(T ).

Vagyis az S-től diszjunkt koaĺıcióval a j nem tud rekontrázni (2.1. álĺıtás 2. pont).
Másrészt, vegyünk egy olyan T ∩ S ̸= ∅ koaĺıciót, amire j ∈ T ̸∋ i, és egy z ∈ RT

vektort. A (T, z) akkor lenne egy rekontra az (S, y) kontrára, ha

z(T ) ≥ x(T \ S) + y(T ∩ S),

= x(T \ S) + x(T ∩ S) + u(T ∩ S) + |T∩S|
|S| ui,

> x(T ) + u(T ), mivel u(T \ S) = 0, ui > 0,

≥ x(T ) + ex(T ),mivel u(T ) ≥ wx(T ) ≥ ex(T ),

= v(T ) ≥ z(T )

teljesülne, de ez lehetetlen. Következésképpen, az (S, y) egy megalapozott kontra
az x-nél, tehát x /∈ M(v). ⊓⊔

Mielőtt rátérnénk a tétel alkalmazhatóságának szemléltetésére, pár fontos meg-
jegyzést teszünk.

3.1. Megjegyzés. A maximális többlet játék kiegyensúlyozottsága csak elégsé-
ges, de nem szükséges feltétele annak, hogy az adott elosztásnál legyen megalapo-
zott kontra.

Vegyük például a 2.1. példabeli háromszereplős szuperaddit́ıv (de nem kiegyen-
súlyozott) játékot és az x = (12; 9; 9) elosztást. Itt a koaĺıciónkénti összkifizetések,
a többletek, illetve a maximális többletek az alábbiak:

S 1 2 3 12 13 23 123

x(S) 12 9 9 21 21 18 30

ex(S) −12 −9 −9 9 9 12 0

wx(S) 0 0 0 9 9 12 12

Az x elosztásnál például a 3-as kontrázhatja az 1-est az (S = 23; y2 = 19; y3 = 11)
konfigurációval, amire viszont az 1-esnek nincs rekontrája, sem önállóan, sem a
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T = 12 koaĺıción keresztül, ahhoz ugyanis legalább z1 + z2 ≥ 12 + 19 = 31 > 30 =
v(12) kifizetés kellene, ami kettőjük számára elérhetetlen. Ugyanakkor az x elosz-
tásnál a wx maximális többlet játék nem kiegyensúlyozott, hiszen szuperaddit́ıv
(3.1. álĺıtás 6. pont), de 12 < 15 = 1

2 (9 + 9 + 12), a (2) feltétel szerint tehát a wx

magja üres.

3.2. Megjegyzés. A legalább ötszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék
szuperadditivitása nem gyenǵıthető le sem a gyengén szuperadditivitásra, sem a
kohézivitásra.

Vegyük például azt az ötszereplős játékot, amelyben N = {1, 2, 3, 4, 5} a koa-
ĺıciós függvény pedig

v(S) =


0, ha |S| ≤ 1,

2|S|+ 1, ha S = 12,

2|S| − 1, ha S = 345,

2|S| egyébként.

Könnyen ellenőrizhető, hogy v gyengén szuperaddit́ıv és kohéźıv is. Megjegyez-
zük ugyanakkor, hogy v nem kiegyensúlyozott, hiszen egy y mag elosztásra tel-
jesülniük kellene az y1 + y2 ≥ 5 = v(12), y1 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(1345) és
y2 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(2345) egyenlőtlenségeknek, viszont ezeket összeadva a
20 = 2v(N) = 2(y1 + y2 + y3 + y4 + y5) ≥ 5 + 8 + 8 = 21 > 20 ellentmondást
kapnánk, a mag tehát üres.

Az x = (2; 2; 2; 2; 2) elosztásnál a többletek, illetve a maximális többletek:

ex(S) =



0, ha |S| = 0,

−2, ha |S| = 1,

+1, ha S = 12,

−1, ha S = 345,

0 egyébként.

wx(S) =

1, ha S ⊇ 12,

0 egyébként

A wx maximális többlet játék kiegyensúlyozott, például ( 12 ;
1
2 ; 0; 0; 0) ∈ Co(wx),

mégsincs az x-nél megalapozott kontra, tehát x ∈ M . Valóban, az x-nél kontrája
csak az i = 1, 2 játékosok egyikének lehet az egyetlen pozit́ıv többletű S = 12
koaĺıción keresztül a j = 3, 4, 5 játékosok valamelyikével szemben, aki viszont egy
k ̸= j, k ∈ {3, 4, 5} társával együttműködve rekontrázni tud bármilyen i → j
kontrát a (T = jk; zj = 2; zk = 2) konfigurációval.

3.3. Megjegyzés. A négyszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék szu-
peradditivitása nem gyenǵıthető le a gyengén szuperadditivitásra. Solymosi [35]
közöl ugyanis egy olyan négyszereplős gyengén szuperaddit́ıv, de nem szuperad-
dit́ıv (tehát nem is kohéźıv, ı́gy nem is kiegyensúlyozott) játékot, amelyben van
olyan x ∈ M elosztás, amelynél wx kiegyensúlyozott.
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A legfeljebb háromszereplős játékok között hasonló ellenpélda nem létezhet, mivel a
szuperadditivitás és a gyengén szuperadditivitás ilyenkor ekvivalens tulajdonságok.

A fenti megjegyzések tükrében viszont adódik a kérdés, hogy

? a négyszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék szuperadditivitása
legyenǵıthető-e a kohézivitásra?

Sejtésünk szerint igen. Másképpen fogalmazva a kérdés az, hogy

? adható-e olyan négyszereplős kohéźıv játék, és abban egy olyan x ∈ Im \Co
elosztás, hogy a wx kiegyensúlyozott, de az x-nél mégsincs megalapozott
kontra?

Az alábbi, 3.2. tétel szerint, ha a négyszereplős játék kiegyensúlyozott (akár szu-
peraddit́ıv, akár nem), akkor csak a magbeli elosztásoknál nincsen megalapozott
kontra, tehát ilyen ellenpélda nem létezhet. Vagyis csak egy kohéźıv, de nem ki-
egyensúlyozott és nem szuperaddit́ıv négyszereplős játékban fordulhatna esetleg
elő egy olyan x elosztás, hogy a wx kiegyensúlyozott, de az x-nél mégsincs meg-
alapozott kontra. Sejtésünk szerint viszont nem található ilyen ellenpélda.

A teljesség kedvéért vegyük észre, hogy háromszereplős ilyen példa biztosan
nincs, hiszen a 2.2. álĺıtás szerint vagy csak a magbeli elosztásoknál nincsen meg-
alapozott kontra (1. eset), vagy csak az egyetlen olyan (az üres magon ḱıvüli) x
elosztásnál, amelynél wx(ijk) = wx(ij) = wx(ik) = wx(jk) > 0 (2. eset), ekkor
viszont a wx nem kiegyensúlyozott (lásd a (2) feltételt).

A 3.1. tétel diszkussziója után térjünk vissza az alkuhalmaz és a mag egy-
beesésének kérdéséhez. A 2.2. álĺıtás 1. pontja szerint ha egy háromszereplős
játék kiegyensúlyozott (akár szuperaddit́ıv, akár nem), akkor az alkuhalmaz és a
mag egybeesnek. Ugyanakkor, Maschler [20] vizsgált egy olyan ötszemélyes tel-
jesen kiegyensúlyozott (tehát szuperaddit́ıv) játékot, amelyben a mag az alkuhal-
maz szigorú része, vagyis több mint négy szereplő esetén az egybeeséshez a játék
valamilyen további specialitása is szükséges. Az alábbi eredmény szerint (a há-
romszereplős játékokhoz hasonlóan) a négyszereplős játékokban a nyilvánvalóan
szükséges kiegyensúlyozottság önmagában is elégséges feltétele az alkuhalmaz és a
mag egybeesésének.

3.2. Tétel. (Solymosi [36])
Ha egy négyszereplős kooperat́ıv játékban a mag nem üres, akkor azonos az alku-
halmazzal.

Fontos hangsúlyozni, hogy a játékosok kis száma miatt itt nincs szükség a játék
szuperadditivitására. A 3.2. tétel tehát teljessé teszi a kisméretű játékokban a
klasszikus alkuhalmaz és a mag viszonyára vonatkozó tudásunkat.

Nyitott kérdés viszont, hogy
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? milyen szerkezetű az alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyozott játé-
kokban?

Nincsen tudomásunk olyan eredményről, ami az alkuhalmaz pontos léırását ad-
ná, még a szuperaddit́ıv esetben sem. Maschler [19] ugyan megmutatta, hogy
egy (elosztásokkal rendelkező) általános négyszereplős játék alkuhalmaza léırha-
tó 15012 darab, egyenként 41 lineáris egyenlőtlenségből, illetve egyenlőségből álló
rendszer megoldáshalmazának uniójaként, de még részleges válaszok sem ismertek
a Maschler [19] által is feltett kutatási kérdésre:

? Csökkenthető-e, és ha igen mennyire, az alkuhalmazt alkotó véges sok konvex
poliéder számára a négyszereplős esetben adott felső korlát?

A 3.2. tétel mutatja, hogy a kiegyensúlyozott esetben az alkuhalmaz egyetlen line-
áris feltételrendszerrel léırható. A konkrét esetekben szerzett tapasztalatok mellett
ez is azt sejteti, hogy a négyszereplős játékok alkuhalmazának léırásához szükséges
lineáris rendszerek számára a mag üressége esetén is adható az emĺıtett 15012-nél
nagyságrendekkel kisebb felső korlát is.

4. Néhány speciális szuperaddit́ıv játékt́ıpus

A 3.1. tétel seǵıtségével könnyen igazolhatjuk az alkuhalmaz és a mag egy-
beesését a szuperaddit́ıv játékok bizonyos részosztályaira. Amennyiben ugyanis
egy speciális t́ıpusú szuperaddit́ıv játékról megmutatható, hogy az ilyen játékok
bármelyik elosztása kiegyensúlyozott maximális többlet játékot indukál (a mag-
beli elosztásokra ez mindig igaz, hiszen a konstans 0 játékot indukálják), akkor
az alkuhalmaznak nem lehet a maghoz nem tartozó eleme, a két megoldáshalmaz
tehát egybeesik. Ezen gondolatmenet mentén bizonýıthatók az alább ismertetett
ekvivalencia eredmények is. Az egyes játékt́ıpusok pontos defińıcióját a rövidség
kedvéért itt nem adjuk meg, csak utalunk a vonatkozó cikkekre.

A konvex játékokra Maschler, Peleg és Shapley [22] bizonýıtották a mag és
az alkuhalmaz azonosságát (egyébként bizonýıtásuk általánośıthatósága vezetett
a 3.1. tételhez). Mivel minden konvex játék szuperaddit́ıv és kiegyensúlyozott
(Shapley [33]), az 3.1. álĺıtás 7. pontja alapján a 3.1. tételből rögtön következik a
két megoldás egybeesése.

A vétó kontrollált monoton játékokra a mag és az alkuhalmaz azonossága szin-
tén könnyen bizonýıtható (Solymosi [35]). Egy nemnegat́ıv v játékban az i ∈ N
egy vétó játékos, ha v(S) = 0, valahányszor S ̸∋ i. A nemnegat́ıv v játék egy i-vétó
játék, ha az i ∈ N vétó játékos v-ben, és azt mondjuk, hogy vétó kontrollált, ha
van benne vétó játékos. Könnyen belátható, hogy

– minden vétó kontrollált monoton játék szuperaddit́ıv és kiegyensúlyozott;
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– ha v egy monoton i-vétó játék, akkor tetszőleges x ∈ Im elosztás által indu-
kált wx maximális többlet játék is egy monoton i-vétó játék.

Ezen két megállaṕıtás alapján a 3.1. tételből rögtön következik a két megoldás
ekvivalenciája ezen a játékosztályon. Speciális esetként egy új bizonýıtást kapunk
a következő ismert eredményekre: a mag és az alkuhalmaz egybeesnek

– a vétó kontrollált monoton egyszerű játékokban (Einy, Wettstein [7]);

– a klán (clan) játékokban (Potters et al. [30]), speciális esetként, a nagyfőnök
(big boss) játékokban (Potters et al. [29]).

A hozzárendelési játékokat Shapley és Shubik [34] használták először osztha-
tatlan termékek kétoldalú piacainak alapmodelljeként. Igazolták, hogy minden
hozzárendelési játék teljesen kiegyensúlyozott, tehát szuperaddit́ıv is. A 3.1. tétel-
re támaszkodva Solymosi [35] állaṕıtotta meg, hogy

– hozzárendelési játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel korábban Granot és Granot [11] már igazolták, hogy egy hozzárendelési játék
bármelyik elosztásához tartozó maximális többlet játék is egy hozzárendelési játék,
tehát kiegyensúlyozott.

A permutációs játékokat Tijs et al. [42] vezették be bizonyos többszereplős
feladat ütemezési (scheduling, sequencing) helyzetekben felmerülő költség elosztá-
si problémák modelljeként. Megmutatták, hogy minden permutációs játék telje-
sen kiegyensúlyozott, tehát szuperaddit́ıv is. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi,
Raghavan és Tijs [37] bizonýıtották, hogy

– permutációs játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazolták, hogy egy permutációs játék bármelyik elosztásához tartozó ma-
ximális többlet játék is egy permutációs játék, tehát kiegyensúlyozott. A permu-
tációs játékok egyébként tekinthetők a hozzárendelési játékok egyfajta általánośı-
tásának is, mivel az utóbbiak beágyazhatók az előbbiek halmazába (Curiel, Tijs
[4]).

A part́ıciós játékok (Kaneko, Wooders [17]) a hozzárendelési játékok más jel-
legű általánośıtásai. Ez a játékt́ıpus két szempontból is érdekes. Egyrészt mo-
dellkeretet ad a valamilyen külső tényező (például a közvetlen kommunikációs csa-
tornák hiánya) miatt csak korlátozott együttműködési lehetőségekkel rendelkező
döntési helyzetek vizsgálatának (Myerson [25], Owen [27]). Másrészt számos tel-
jes kooperációs, de speciális struktúrájú játékt́ıpus tekinthető part́ıciós játéknak,
amennyiben előre megadható a koaĺıcióknak egy B részhalmaza úgy, hogy a teljes
játék feléṕıthető az ezekből a bázis-koaĺıciókból álló maximális értékű part́ıciókon
keresztül. A hozzárendelési játékokon ḱıvül speciális part́ıciós játékok, például a
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faösszefüggő addit́ıv játékok is (Potters, Reijnierse [31]), speciálisan, a nagyfőnök
(big boss) játékok (a fa egy csillag), illetve az egykiszolgálós ütemezési játékok
(a fa egy lánc) (Curiel, Pederzoli, Tijs [3]) is.

Minden part́ıciós játék szuperaddit́ıv. A B báziskollekcióra (és bármelyik be-
lőle generált B-part́ıciós játékra) azt mondjuk, hogy erősen kiegyensúlyozott, ha a
B-part́ıciós játékok mindegyikének nem üres a magja, függetlenül a báziskoaĺıciók
értékétől. Ennek a tulajdonságnak egyébként a kombinatorikus optimalizálásban
számos ekvivalens jellemzése ismert. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi [38] iga-
zolta, hogy

– erősen kiegyensúlyozott part́ıciós játékokban a mag és az alkuhalmaz egybe-
esnek.

A bizonýıtás lényege itt is az adott játékosztály zártsága a maximális többlet játék
képzésére nézve. Solymosi [38] megmutatta, hogy ha rögźıtünk egy B báziskollek-
ciót, az ebből generált bármelyik B-part́ıciós játék akármelyik elosztásához tartozó
maximális többlet játék is egy B-part́ıciós játék lesz. Speciálisan, ha B erősen ki-
egyensúlyozott, akkor bármelyik B-part́ıciós játék akármelyik elosztásához tartozó
maximális többlet játék is (erősen) kiegyensúlyozott lesz. Innen pedig a 3.1. té-
telből következik a mag és az alkuhalmaz azonossága. Mivel a hozzárendelési
játékok, illetve a faösszefüggő addit́ıv játékok báziskollekciója is erősen kiegyensú-
lyozott (Kaneko, Wooders [17], Le Breton et al. [18]), speciális esetként egy újabb
bizonýıtást kapunk az alkuhalmaz és a mag korábbról már ismert azonosságára
ebben a két játékosztályban (Solymosi [35], Potters, Reijnierse [31]).

Az egyszerű hálózati játékok (Kalai, Zemel [16]) is part́ıciós játékok, de nem
tartoznak az erősen kiegyensúlyozott t́ıpusba, mert a báziskoaĺıcióknak nem min-
den elképzelhető, hanem csak bizonyos, az adott játékosztály előálĺıtásához szük-
séges (például az addit́ıv) értékelései mellett lesznek a generált játékok kiegyensú-
lyozottak. Kalai és Zemel [16] igazolták, hogy az egyszerű hálózati játékok teljesen
kiegyensúlyozottak, tehát szuperaddit́ıvak is. A 3.1. tételre támaszkodva Solymosi
[38] bizonýıtotta, hogy

– egyszerű hálózati játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

felhasználva Granot, Granot és Zhou [12] egy korábbi eredményét, miszerint egy
egyszerű hálózati játék bármelyik elosztásához tartozó maximális többlet játék is
egy egyszerű hálózati játék, tehát kiegyensúlyozott.

Az eladó-cég-vevő játékok, vagy általánosabban a lokálisan addit́ıv többoldalú
hozzárendelési játékok szintén teljesen kiegyensúlyozott (de nem erősen kiegyen-
súlyozott) part́ıciós játékok, tehát szuperaddit́ıvak is (Stuart [39]). A 3.1. tételt
alkalmazva Atay és Solymosi [1] bizonýıtották, hogy

– eladó-cég-vevő játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazolták, hogy egy eladó-cég-vevő játék bármelyik elosztásához tartozó ma-
ximális többlet játék is egy eladó-cég-vevő játék, tehát kiegyensúlyozott.
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5. Néhány egyéb alkuhalmaz

Az eddig tárgyalt (klasszikus) alkuhalmaz mellett számtalan egyéb kontrákra
és rekontrákra épülő (halmazértékű) megoldási koncepció található a szakiroda-
lomban. Bőséges listát közöl Maschler [21], de ez a kitűnő áttekintő dolgozat már
csak a keletkezési ideje miatt sem lehet teljeskörű. Mi itt ḱısérletet sem teszünk
az összes alkuhalmaz változat számbavételére, csupán három másik variánst emĺı-
tünk.

A reakt́ıv alkuhalmaz (Granot [9], [10]) abban hasonĺıt a klasszikus alkuhalmaz-
ra, hogy itt is egyéni játékosok kontráznak, illetve rekontráznak egyéni játékosokat.
A különbség abban van közöttük, hogy a modellezni ḱıvánt alkufolyamatban a

”
tá-

madó” játékos először a kontrájának milyen részleteit fedi fel a
”
védekező” játékos

számára. A klasszikus alkuhalmaz esetében rögtön a teljes kontrát, a koaĺıciót és a
megemelt új kifizetéseket is. A reakt́ıv alkuhalmaz esetében viszont először csak a
kontra tényét közli, sem a koaĺıciót, sem az új kifizetéseket nem árulja el. A véde-
kező játékosnak viszont válaszában meg kell adnia, hogy melyik koaĺıción keresztül
fog védekezni. A támadó játékos erre reagálva (innen az elnevezés), már ennek is-
meretében határozhatja meg a kontrája részleteit. A védekező játékos pedig vagy
képes úgy csoportośıtani a meghirdetett koaĺıciója által elérhető kifizetéseket, hogy
az rekontra legyen, vagy sem. Ilymódon nyilván könnyebb megalapozott kontrák-
kal előállni, a reakt́ıv alkuhalmaz tehát részhalmaza a klasszikus alkuhalmaznak.
Ugyanakkor nyilvánvalóan a reakt́ıv alkuhalmaz is tartalmazza a magot (az akár
üres, akár nem). Granot [9], [10] bizonýıtotta, hogy a reakt́ıv alkuhalmaz nem üres,
ha a játék elosztáshalmaza nem üres, továbbá, hogy legfeljebb háromszereplős já-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Bemutatott ugyanakkor egy olyan
gyengén kohéźıv (de nem gyengén szuperaddit́ıv és nem is kohéźıv) négyszereplős
játékot, amelyben a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a klasszikus alku-
halmaz. E két megoldás viszonyának pontosabb feldeŕıtésében vélhetően hasznos
lenne tudni, hogy

? a maximális többlet játékok seǵıtségével jellemezhető-e a reakt́ıv alkuhal-
maz?

A reakt́ıv és a klasszikus alkuhalmaz hasonlóságait és különbözőségeit tárgyalja
Granot és Maschler [13]. Megmutatják például, hogy egy (elosztásokkal rendelke-
ző) általános négyszereplős játék reakt́ıv alkuhalmaza léırható 512 darab, egyen-
ként 53 lineáris egyenlőtlenségből, illetve egyenlőségből álló rendszer megoldáshal-
mazának uniójaként. A tartalmazási relációkból és a 3.2. tételből következik, hogy
a kiegyensúlyozott esetben a reakt́ıv alkuhalmaz is azonos a maggal, tehát egyetlen
lineáris feltételrendszerrel is léırható. Tudomásunk szerint itt is nyitottak még a
következő kérdések:

? Milyen feltételek mellett esik egybe a reakt́ıv alkuhalmaz és a klasszikus
alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyozott játékok osztályán?
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? Milyen szerkezetű a reakt́ıv alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyo-
zott játékokban?

? Csökkenthető-e, és ha igen mennyire, egy négyszereplős játék reakt́ıv alku-
halmazát alkotó véges sok konvex poliéder számára adott felső korlát?

A klasszikus alkuhalmazzal kapcsolatos sejtésünk alapján úgy gondoljuk, hogy a
reakt́ıv alkuhalmaz esetében is adható az emĺıtett 512-nél sokkal kisebb felső korlát
is.

Granot és Maschler [13] azt is igazolták, hogy Maschler [20] h́ıres ötszerep-
lős teljesen kiegyensúlyozott játékában a reakt́ıv alkuhalmaz egybeesik a klasszi-
kus alkuhalmazzal, tehát a reakt́ıv alkuhalmaz is szigorúan bővebb, mint a mag.
Ugyanakkor, már az előző fejezetben ismertetett eredményeket megelőzően ismert
volt, hogy a reakt́ıv alkuhalmaz nem bővebb a magnál a hozzárendelési játékok-
ban (Granot [9]), illetve az egyszerű hálózati játékokban (Granot, Granot, Zhou

[12]). Érdekes volna olyan speciális szerkezetű, kiegyensúlyozott játékt́ıpus(oka)t
ismerni, ahol a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan tartalmazza a magot, de szigorúan
szűkebb a klasszikus alkuhalmaznál.

A szemireakt́ıv alkuhalmaz (Sudhölter, Potters [40]) által modellezett alkufo-
lyamatban a támadó játékos rögtön közli a kontrájában használt koaĺıciót, de az
új kifizetéseket majd csak akkor árulja el, ha a védekező játékos megadta, hogy
melyik koaĺıción keresztül fog védekezni. A támadó játékos már ennek ismere-
tében határozhatja meg az általa megnevezett koaĺıció tagjainak szánt megemelt
új kifizetéseket, amiket a védekező játékos vagy képes megadni az ő koaĺıciójában
is szereplő játékosoknak, és tartani az eredeti kifizetést a többieknek, vagy sem.
Ebben az esetben is nyilván könnyebb megalapozott kontrákkal előállni, mint ha
rögtön mindent elárult volna, de nehezebb, mint ha csak a kontra tényét közölné.
A szemireakt́ıv alkuhalmaz tehát szűkebb, mint a klasszikus alkuhalmaz, de tartal-
mazza a reakt́ıv alkuhalmazt. Következésképpen, a szemireakt́ıv alkuhalmaz sem
üres, ha a játék elosztáshalmaza nem üres, továbbá, legfeljebb háromszereplős já-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Sudhölter és Potters [40] közölnek
egy olyan gyengén szuperaddit́ıv, de nem kohéźıv négyszereplős játékot, amelyben
a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a szemireakt́ıv alkuhalmaz, illetve
egy olyan gyengén szuperaddit́ıv, de nem kohéźıv négyszereplős játékot, amelyben
a szemireakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a klasszikus alkuhalmaz. Itt
is felmerülnek a következő kérdések:

? A maximális többlet játékok seǵıtségével jellemezhető-e a szemireakt́ıv alku-
halmaz?

? Milyen feltételek mellett esik egybe a szemireakt́ıv alkuhalmaz a reakt́ıv al-
kuhalmazzal, illetve a klasszikus alkuhalmazzal a négyszereplős nem kiegyen-
súlyozott játékok osztályán?
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? Milyen szerkezetű a szemireakt́ıv alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyen-
súlyozott játékokban?

Sudhölter és Potters [40] ugyan megmutatták, hogy a szemireakt́ıv alkuhalmaz is
véges sok konvex poliéder uniója, de bizonýıtásukban expliciten nem adták meg
azokat a logikai műveletekkel összekapcsolt lineáris feltételrendszereket, amelyek
léırják a szemireakt́ıv alkuhalmazt. Nincs tudomásunk ilyen irányú eredményekről,
ı́gy már a legkisebb nem triviális esetben, a négyszereplős általános játékokra sem
tudunk ismertetni felső korlátot ezeknek a lineáris feltételrendszereknek a méretére,
illetve a számára vonatkozóan.

A Mas-Colell-alkuhalmaz (Mas-Colell [24]) is kontrákra és rekontrákra épül, de
egyrészt itt koaĺıciók alkudoznak koaĺıciókkal, másrészt a kontrák és a rekontrák
is kicsit mást jelentenek, mint az eddig tárgyalt (klasszikus, reakt́ıv, szemireakt́ıv)
alkuhalmazoknál, harmadrészt a megengedett kifizetésvektorok köre nem korláto-
zódik az elosztásokra, elvben bármilyen szétosztás szóba jöhet.

Egy (N, v) játékban a szétosztások (sosem üres) halmazát jelölje Im∗(N, v).
Egy adott x ∈ Im∗(N, v) szétosztásnál az (S, y) pár, ahol ∅ ̸= S ⊆ N , és y ∈ RS ,
egy gyenge kontra, ha y(S) = v(S), továbbá yk ≥ xk minden k ∈ S-re, és legalább
egy k ∈ S-re az egyenlőtlenség szigorú. Az (S, y) gyenge kontrára a (T, z) pár, ahol
T ⊆ N és z ∈ RT , egy erős rekontra, ha z(T ) = v(T ), továbbá zk ≥ yk minden
k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk minden k ∈ T \ S-re, és legalább egy k ∈ T -re az egyen-
lőtlenség szigorú. Vegyük észre, hogy nincs semmi kikötés a gyenge kontrában
szereplő S és az erős rekontrában szereplő T koaĺıciókra, az egyik akár részhal-
maza is lehet a másiknak. A Mas-Colell-alkuhalmaz azon szétosztások halmaza,
amelyeknél minden gyenge kontrára van erős rekontra, másképpen, amelyeknél
nincsen Mas-Colell-féle megalapozott kontra.

Mas-Colell [24] bizonýıtotta, hogy a Mas-Colell-alkuhalmaz bármilyen játék-
ban nem üres (szétosztások minden játékban vannak), továbbá, hogy tartalmaz-
za a magot (mag elosztásoknál gyenge kontrák sincsenek). Viszont Mas-Colell
[24] közölt egy olyan négyszereplős teljesen kiegyensúlyozott (tehát szuperaddit́ıv)
játékot, amelyben a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmaz magon ḱıvüli elosztást is.
Giménez-Gómez és Vilella [8] bizonýıtotta, hogy háromszereplős szuperaddit́ıv és
kiegyensúlyozott játékokban a mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal, de a szu-
peradditivitás nélkül az egybeesés már nem feltétlenül teljesül. Természetszerűleg
adódik a kérdés, hogy

? milyen szerkezetű a Mas-Colell-alkuhalmaz a háromszereplős, esetleg a négy-
szereplős nem szuperaddit́ıv és/vagy nem kiegyensúlyozott játékokban?

Ezekben a vizsgálatokban is nagyon hasznos lehet a következő eredmény, ami a
3.1. tétellel van szoros kapcsolatban.

5.1. Tétel. (Holzman [15])
Tetszőleges v játékban, az x ∈ Im∗(v) \ Co(v) szétosztásnál pontosan akkor van
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Mas-Colell-féle megalapozott kontra, ha a wx maximális többlet játék kiegyensú-
lyozott.

Kiemeljük, hogy ez a tétel a Mas-Colell-alkuhalmaz elemeinek egy karakterizációját
adja, a maximális többlet játék kiegyensúlyozottsága alapján bármelyik szétosz-
tásról pontosan eldönthető, hogy a halmazba tartozik-e, vagy sem. A 3.1. tétel
szerint viszont ugyanezzel a segédeszközzel az elosztásoknak csak egy olyan hal-
mazát tudjuk azonośıtani, amely biztosan (de általában szigorúan) tartalmazza a
klasszikus alkuhalmazt, ráadásul a 3.1. tétel csak a szuperaddit́ıv esetben általá-
nos érvényű. A 3.1. és 5.1. tételek összevetéséből adódik Holzman [15] egy másik
fontos eredménye:

– szuperaddit́ıv játékokban a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmazza a klasszikus
alkuhalmazt,

mivel a szétosztások halmaza bővebb, mint az elosztások halmaza.
A 5.1. tétel seǵıtségével több (teljesen) kiegyensúlyozott játékt́ıpusra könnyen

igazolható a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése. Az előző fejezetben
használt gondolatmenetet követve, ha bizonýıtható, hogy tetszőleges szétosztásnál
a maximális többlet játék is az adott játékosztályba tartozik, tehát kiegyensú-
lyozott, akkor magon ḱıvüli szétosztás nem tartozhat a Mas-Colell-alkuhalmazba,
tehát egybeesnek.

Például, a konvex játékokra az 3.1. álĺıtás 7. pontja alapján a 5.1. tételből
rögtön következik a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése is, mivel minden
konvex játék (teljesen) kiegyensúlyozott (Shapley [33]).

A vétó kontrollált monoton játékokra is erőśıthető az előző fejezetben tárgyalt
ekvivalencia eredmény (Solymosi [35]) a magnak a Mas-Colell-alkuhalmazzal való
egybeesésére. Bizonýıtásunk a következő:

Legyen v egy monoton i-vétó játék, a 0-normalizáltját jelölje v0. Mivel v(j) = 0
minden j ̸= i-re, nyilván v0 is egy monoton i-vétó játék, tehát szuperaddit́ıv is.
Alkalmazhatjuk tehát v0-ra Atay és Solymosi [1] észrevételét, miszerint

– egy szuperaddit́ıv 0-normalizált játékban egy x szétosztás által indukált ma-
ximális többlet játék 0-normalizáltja ugyanaz, mint a szétosztás pozit́ıv része
által indukált maximális többlet játék, azaz w0

x(S) = wx+(S) minden S ⊆ N -
re, ahol x+

i = max{xi, 0} minden i ∈ N -re.

Vegyünk egy tetszőleges x szétosztást a v0 monoton i-vétó játékban. Mivel
v0(T ) = 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, és x+

i ≥ 0 minden i ∈ N -re, a v0 többlet
játékában ex+(T ) ≤ 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, tehát a maximális többlet játéká-
ban wx+(N \ {i}) = 0, vagyis az i egy vétó játékos a (defińıció szerint) monoton
wx+ játékban. Kapjuk, hogy a w0

x = wx+ játék kiegyensúlyozott. A 5.1. tétel-
ből, valamint a magnak és a Mas-Colell-alkuhalmaznak a 0-normalizálásra való
kovarianciájából következik, hogy
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– vétó kontrollált monoton játékokban a mag és a Mas-Colell-alkuhalmaz egy-
beesnek.

Megjegyezzük, hogy a vétó kontrollált monoton egyszerű játékokra Einy és Wettstein
[7] ezt az ekvivalenciát már igazolták.

Végezetül megemĺıtjük, hogy az előző fejezetben tárgyalt mindegyik további
játékosztályra is igaz az erősebb mag ekvivalencia is, mivel mindegyik emĺıtett
játékosztály tartalmazza a tetszőleges szétosztásnál vett maximális többlet játékot
is. Ezen álĺıtások bizonýıtása megtalálható az alább felsorolt munkákban.

5.2. Tétel. A mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal

– a permutációs játékokban (Solymosi, Raghavan, Tijs [37]);

– az erősen kiegyensúlyozott part́ıciós játékokban, speciálisan a hozzárendelési
játékokban, illetve a faösszefüggő addit́ıv játékokban (Solymosi [38]);

– az egyszerű hálózati játékokban (Solymosi [38]);

– az eladó-cég-vevő játékokban (Atay, Solymosi [1]).

Az ı́rásunkban ismertetett számos egybeesési eredmény alapján meggyőződé-
sünk, hogy a maximális többlet játékok kiegyensúlyozottságának vizsgálatával szá-
mos további (teljesen) kiegyensúlyozott játékt́ıpusra is viszonylag könnyen igazol-
hatók (vagy cáfolhatók) lesznek különféle, elsősorban a klasszikus és a Mas-Colell-
alkuhalmazokkal kapcsolatos mag ekvivalencia eredmények.

Az alkuhalmazokkal való további ismerkedésre az itt emĺıtett munkákon ḱı-
vül elsősorban a (Peleg, Sudhölter [28]), illetve (Maschler, Solan [23]) könyvek
megfelelő fejezeteit ajánljuk.
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Kiválósági Együttműködési Program (KEP-6/2017) keretében nyújtott támogatá-
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COINCIDENCE OF BARGAINING SETS AND THE CORE

Tamás Solymosi

The core is the most frequently studied set-valued solution of cooperative games. It

embodies the basic stability requirement that the allocation of the grand coalition value must

be acceptable for all coalitions. In many games no such allocation exists, hence other solution

concepts which are nonempty even for games with empty core are also needed. Among the

plethora of available nonempty core extensions, here only the best known bargaining sets are

discussed. The common feature of the various bargaining sets is that, in addition to core

allocations, they also admit non-core imputations at which disruption by a coalition could

happen, but can be prevented by raising the payoffs to the disruptive players. The aim of

the paper is to give an introductory overview of known results, augmented by some new

observations and open questions, on the coincidence of the core and the classical, the reactive,

the semireactive , and the Mas-Colell bargaining sets.
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