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A LOGARITMIKUS LEGKISEBB NE(}YZETEK MODSZERENEK
KARAKTERIZACIOL

CSATO LASZLO

Tobbszemponti dontési problémak megolddsa soran gyakran sziikségessé
valik stulyvektor szamitasa a dontéshozé altal megadott paros Gsszehasonlitas
matrixbdl. Az e célra szolgdlé mdbdszerek kozotti valasztds egyik lehetséges
utja az axiomatikus megkozelités alkalmazdsa. A cikk az egyik legnépszeriibb
eljaras, a logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere, valamint az ezaltal
generalt rangsor egy-egy axiomatikus karakterizacidéjat mutatja be.

1. Bevezetés

Dontési problémak modellezésekor szamtalan alkalommal taldlkozhatunk a pa-
ros Osszehasonlitdsok fogalmaval: a dontéshozénak azt a kérdést tessziik fel, hany-
szor tekinti az egyik elemet jobbnak vagy nagyobbnak a mésiknél. A kapott véla-
szok jellemz6en nem teljesitik a konzisztencia kovetelményét, megtorténhet, hogy
A alternativa kétszer jobb, mint B, B pedig haromszor jobb C-nél, ennek ellenére
A nem hatszor jobb C-nél. Ugyanez a jelenség eléfordulhat objektiv adatokbdl
felirt paros Osszehasonlitas matrixok esetén is, példaul orszdgok rangsorolasanal
[39], de a sportban sem ismeretlen a ,kérbeverés” jelensége [5, 10, 16, 19]. Ilyenkor
egyaltalan nem trivialis feladat az inkonzisztens paros Gsszehasonlitasokbodl adé-
do preferencidkat a legjobban kozelit6é sulyvektor meghatarozasa, az irodalomban
nem véletleniil javasoltak kiilonboz8 mddszereket erre a célra [12].

Az eljarasok kozotti valasztas egyik lehetséges ttja az axiomatikus megkoze-
lités alkalmazdasa, vagyis néhdny, a mddszerektdl ,elvart” tulajdonsidg bevezetése,
majd annak vizsgdlata, mely eljardsok teljesitik azokat. [36] konyvében hérom
lehetséges esetet emlit az axiémék kapcsolatardl: (I) az axiémdk ellentmondé-
ak, egyetlen mddszer sem elégitheti ki egyszerre mindegyiket; (II) pontosan egy
médszer teljesiti az axiomékat, azok karakterizdaljik az adott eljardst; (I11) az axi-
omak tobb moddszer alkalmazasat is megengedik. Ezentul a leginkdbb ,vagyott”
(IT) esetben, a karakterizdcié bizonyitdsdban meg szokds vizsgdlni a felhasznélt
axiémak logikai fiiggetlenségét, mert kideriilhet, esetleg kevesebb is elég a kivant
eredmény eléréséhez. Erre kivalé példa [9] eredménye a Kemény-tavolsdg eredeti
karakterizdcidjaban szerepl6 egyik tulajdonsig redundanciajarol.
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Az utébbi években hazai kutaték tobbszor foglalkoztak bizonyos médszerek
axiomatikus megalapozdsaval, elsGsorban a jatékelmélet teriiletén. Az Alkalma-
zott Matematikai Lapok hasdbjain [40] térgyalta a Shapley-érték axiomatizaldsait.
[46] a Shapley-érték, [27] az ardanyos cs6dszabdly, [45] egy szakértdk kivalasztdsdra
alkalmas eljards karakterizdcidjat adta. [20] és [24] az els§ axiomatizdcidk a pé-
ros Osszehasonlitds matrixok inkonzisztencidjdnak mérésében. A felsoroldsbé6l nem
hidnyozhatnak a lehetetlenségi tételek, az axiomak Osszeegyeztethetetlenségével
kapcsolatos eredmények sem: [28] a kockdzatelosztds, [22] és [23] a pdros dsszeha-
sonlitasokon alapuld sport rangsorolas teriiletén jutott ,negativ”’ eredményre.

A kovetkezOkben a paros 6sszehasonlitds matrixok silyvektoranak szamitdsaval
kapcsolatos axiomatizacidkat targyalunk. Az 1. fejezet a f6bb elméleti fogalmakat,
az 1. fejezet az irodalmi el6zményeket ismerteti. Az 1. fejezet a stlyozdsi mdd-
szerekre (1. alfejezet), illetve a rangsoroldsi eljardsokra (1. alfejezet) vonatkozoé
tulajdonsdgokat mutatja be. Tételeinket az 1. fejezetben mondjuk ki. Miutén e
cikk Osszefoglald céllal irddott, a bizonyitdsok — nagyrészt technikai — részleteit nem
kozoljiik, az érdekl6ds olvasé a kapcsolédé munkdkban [21, 25] megtaldlja azokat.
Végiil az 1. fejezet néhény kovetkeztetést, igéretes kutatasi iranyt fogalmaz meg.

2. A silyvektor szamitasa

Célunk n alternativa rangsoranak meghatarozasa paronkénti dsszehasonlitdsaik
alapjan. Legyen a;; az ¢ alternativa j alternativahoz viszonyitott relativ értékelése,
a ,Héanyszor jobb az ¢ alternativa a j alternativandl?” kérdésre adott numerikus
valasz.

Jelolje R és R}*™ a pozitiv (minden elem nulldnal nagyobb) n elemti vektorok
és n X n-es métrixok halmazat. Legyen N = {1,2,...,n} az alternativdk halmaza.

2.1. Definicié. Pdros dsszehasonlitds mdtriz: Az A = [a;;] € R™ métrix

pdros dsszehasonlitds mdtriz, ha aj; = 1/a;; minden 1 < 4,5 < n-re.

Jeldlje A™*™ az n x n-es paros osszehasonlitds matrixok halmazat.

Az A péros osszehasonlitds matrixot konzisztensnek nevezziik, amennyiben
a; = agja;, minden 1 < 4,5,k < n esetén. Ellenkezd esetben a métrix inkon-
zisztens. Egy A péaros Osszehasonlitds matrix akkor és csak akkor konzisztens, ha
elemei eléallnak az a;; = w;/w; alakban.

2.2. Definicio. Silyvektor: A w = [w;] € R vektor silyvektor, ha

n

Legyen R™ az n elemi silyvektorok halmaza.
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2.8. Definicid. Sulyozdsi mddszer: Az f : A"*"™ — R™ fiiggvény egy sulyozdsi
modszer.

A sulyozédsi modszer minden paros Osszehasonlitds méatrixhoz egy sulyvektort
rendel. Az irodalomban szémos kiilénbozd stilyozdsi mddszert javasoltak (ismerte-
tésiiket 1dsd [12]), az egyik legnépszeriibb az aldbbi.

2.4. Definicid. Logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere (LLSM) [14, 15, 29,
30, 41): A logaritmikus legkisebb négyzetek médszere az A — wrESM(A) fiiggvény,
ahol a wltSM (A) stlyvektor a kovetkezd optimalizélasi feladat megolddsa:

n n 2
w;
i >SS logas; —log [ — )] - 1
wer) T, it [Og‘” * (%)] .

i=1 j=1

Az LLSM-et mértani kézép médszernek is nevezik, mert (1) optimuma a sor-
elemek mértani kézepeinek normalizélasaval kaphato:

1/
LLSM H?zl a;;"
> k=1 Hj:l Ay

A silyozasi médszerek hasznalata gyakran csak az alternativak rangsoranak
meghatdrozdsat célozza. A = rangsor egy teljes (i = j vagy ¢ < j minden i,5 € N
esetén) elérendezés, azaz reflexiv (i > ¢ minden i € N-re) és tranzitiv (barmely
i,j,k € N-re: i »= j és j = k esetén ¢ = k) bindris reldcié az alternativdk N
halmazan.

A > rangsor aszimmetrikus és szimmetrikus részeit > és ~ jeloli: ¢ >~ j akkor
és csak akkor, ha i > j teljesiil, de j = 7 nem; i ~ j pedig pontosan akkor, ha i > j
és j = 1.

Legyen R™ az n alternativa Osszes lehetséges rangsorainak halmaza.

2.5. Definicio. Rangsoroldsi mdédszer: A g : A™*™ — R"™ fliggvény egy rang-
soroldsi modszer.

A rangsorolasi médszer minden péaros Osszehasonlitds méatrixhoz hozzarendeli
az alternativék egy rangsorat. A tovdbbiakban >% a g rangsoroldsi médszer A
paros Osszehasonlitds matrixra torténd alkalmazasanak eredményét jeloli.

Vildgos, hogy minden sulyozasi mddszer egyértelmiien meghataroz egy rang-
sorolasi médszert. Példaul a =LLSM [ogaritmikus legkisebb négyzetek rangsoroldsi
médszer esetén i =KE5M j akkor és csak akkor, ha w/FSM(A) > wEESM(A). Egy
rangsorolasi médszer azonban tobb silyozasi médszer eredményeként is eléallhat.

A tarsadalmi valasztdsok elméletében j6l ismert rangsoroldsi médszer [11, 35]
fogalmat [18] alkalmazta a paros dssszehasonlitds métrixok térgyaldsdban, bar ko-
rabban egyes szerzOk implicit médon hasznéltdk azt (ldsd példdul [26, 34, 38, 44]).
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3. A sitlyozasi moédszerek karakterizacioi

A péros osszehasonlitds métrixok silyvektoranak szamitdasara természetesen
mar szintén tobbszor alkalmaztdk az axiomatikus megkozelitést. Valdszinlileg az
elsd ilyen munka [32] a logaritmikus legkisebb négyzetek mddszerének karakteri-
zéaldsarol. Az ehhez sziikséges négy tulajdonsag, a korrekt eredmény a konzisztens
esetben (correct result in the consistent case), az dsszehasonlitas sorrendjére vald
invariancia (comparison order invariance), a simasdg (smoothness) és a hatvényo-
z4s invariancia (power invariance).! [33, Theorem 2| értelmében a hatvdnyozds
invariancia kicserélése a rangsor megérzés (rank preservation) kovetelményre a
[42, 43] altal javasolt sajdtvektort mddszert karakterizélja.

Az axiémék koziil az els6 ketté aligha vitathaté. [8] azonban egy olyan cél-
programozéasi moédszert mutat, mely invaridns a hatvanyozéasra is, és teljesiti a
simasdg egy szerintiink természetesebb, alternativ megfogalmazdsdt (a derival-
haté fliggvények és folytonos derivaltak segitségével torténé leiras helyett annak
megkovetelése, hogy a matrixelemek kis véaltozasa a stulyvektorban se eredményez-
hessen nagy véltozdst), tovdbbd egy outlier megléte még nem akaddlyozza meg
az eredeti preferenciavektor azonositdsat. [13] egy tjabb célprogramozési eljarast
karakterizalt.

A simasag és a hatvanyozds-invariancia akar teljes egészében elhagyhaté a lo-
garitmikus legkisebb négyzetek mddszerének axiomatizaldasébdl. Ezeket [3] egy
konzisztenciaszert kovetelményre cseréli: a sulyvektornak ugyanannak kell lennie,
ha t6bb paros Osszehasonlitds matrix aggregaltjabdl szamitjuk, vagy a prioritaso-
kat egyenként hatarozzuk meg az egyes matrixokra, majd ezeket a mértani kézép
moédszerrel Osszegezziik. [2] ezen axiémét és az Osszehasonlitds sorrendjére vald
invarianciat egyetlen tulajdonsiaggal helyettesiti, miszerint az alternativéak silya
csak a pdros dsszehasonlitds matrix megfeleld soratdl fiigghet. [31]-hez hasonléan
ezt kissé mesterséges feltételnek tartjuk.

A fenti eredmények alapjén a paros 6sszehasonlitds métrixokbdl szarmazo sily-
vektor meghatarozasanak problémaja axiomatikus szempontbol sem tiinik lezart-
nak. Jelen cikk ehhez a kérdéshez szeretne hozzajarulni a logaritmikus legkisebb
négyzetek médszerének két karakterizdcidjat bemutatva. Az elsé az eljarasra mint
silyozéasi mddszerre vonatkozik, a két axioma koziil az egyik szinte természetes el-
varas, a masik pedig egyfajta lokélis jol viselkedést kovetel meg. Miutdan az utébbi
nem feltétleniil vitathatatlan kdvetelmény, ez az axiomatizacié inkabb a mddszer
jobb megértését segitheti. A mdsodik karakterizdciés eredmény az alternativak
logaritmikus legkisebb négyzetek moddszerével kapott rangsorara vonatkozik, mi-
utan a javasolt axiomék csak az alternativak relativ viszonyat veszik figyelembe.
Itt mindharom tulajdonsag jol indokolhatd, s6t, a bizonyitasban kézponti szerepet
jdtsz6 axiéma a tébbszemponti dontéselmélet Analytic Hierarchy Process (AHP)

L A korabbi karakterizdcidkban hasznalt tulajdonsdgok koziil csak azokat vezetjiik be formé-
lisan az 1. fejezetben, melyek jelen cikk szempontjabdl jelent&séggel birnak.
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médszerének ,atyja”’, Thomas L. Saaty egyik — Aczél Jédnossal kozos — nevezetes
eredményén [1] alapul.

4. Axiémak

Ez a fejezet néhany silyozasi, illetve rangsorolasi médszerrel szembeni kdvetel-
ményt ismertet.

4.1. Sulyozasi médszerek tulajdonsagai

4.1. Azidma. Korrektség (correctness, CR): Legyen A € A™*™ egy konzisz-
tens paros Osszehasonlitds matrix. Az f : A" — R™ stlyozdsi mddszer korrekt,
ha f;(A)/f;(A) = a;; minden 1 <4, j < n-re.

A CR axiéma megkoveteli, hogy a silyvektor minden konzisztens péaros Gssze-
hasonlitds métrix esetén a métrixot generdlé vektor legyen. A tulajdonsdgot [32]
vezette be korrekt eredmény a konzisztens esetben (correct result in the consistent
case) néven, és tobbek kozott [2], [3], valamint [33] haszndlta.

4.1. SEGEDTETEL. A logaritmikus legkisebb négyzetek médszere teljesiti a CR
axiomat.

4.1. Definicid. a-transzformdcid egy triddon (co-transformation on a triad):
Legyen A € A™*"™ egy pdros Osszehasonlitds matrix, 1 < 4,5,k < n pe-
dig harom kiilonboz6 alternativa. Az (4,7, k) hdrmason (triddon) végrehajtott
a-transzformdcio eredménye az A € A" péros bsszehasonlitdsi métrix, ahol
Elij = Q45 (dji = aji/oz), &jk = Qajk (dkj = akj/oz), dki = A, (dik = aik/oz) és
Qo = Qo Minden mas elemre.

A triddon végzett a-transzformécié harom matrixelemet mddosit egy kér men-
tén. Az a = {/a;/(aija;,) paramétervalasztdssal az 4, j, k alternativdk vonatko-
zdsdban megteremthetd a lokalis konzisztencia, hiszen ekkor a;;a;, = a2aijajk =
air /o = a;,. Ugyanakkor ez a valtoztatéds ,elronthatja” més alternativahdrmasok
konzisztencidjat.

4.2. Azidma. a-transzformdciotdl vald fiiggetlenség egy triddon (invariance to
a-transformation on a triad, ITT): Legyen A, A € Am*m két péros Osszehasonlita-
si matrix 1ugy, hogy A megkaphaté az A matrix egy triddjan végzett
a-transzforméaciéval. Az f : A"*" — R™ silyozdsi médszer figgetlen a triddon

végrehagtott a-transzformdcidra nézve, ha f(A) = f(A).
Az ITT axiéma fenndllasakor a sulyvektort nem befolydsoljék a triddokon vég-

zett a-transzformécidk. A tulajdonsdg bevezetését [4] korfiggetlenség (indepen-
dence of circuits) nevii axiéméja inspirdlta (magyar nyelven ldsd [17]).
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Az e transzformaciotdl valé fiiggetlenség megkovetelése az alabbi érveléssel in-
dokolhaté. Tekintsiink egy sportversenyt, ahol i jatékos legydzte j-t, j legyOzte
k-t, végill k legybzte i-t, vagyis a harom jatékos ,korbeverte” egymast. Legyen
mindhdrom gyo6zelem és vereség egyenértékli. A jatékosok rangsorat észszerlinek
tlinik valtozatlanul hagyni, amennyiben a harom mérkézés eredményét ugyanolyan
mértékben és iranyban mddositjuk. Példaul mindegyiket az ellenkezdjére fordit-
hatjuk (azaz imma&r ¢ ugyanolyan ardnyu vereséget szenved j-t6l, mint j jatékos
k-tél, k pedig i-tél), vagy dontetlenre valtoztathatjuk azokat. Az ITT axiéma
lényegében ezen elvaras formalizalasa.

4.2. Rangsorolasi médszerek tulajdonsagai

4.8. Azioma. Anonimitds (anonymity, ANO): Legyen A = [a;;] € A™*™ egy
paros Osszehasonlitds matrix, ¢ : N — N az alternativdak halmazanak egy per-
mutéciéja, mig o(A) = [o(a);;] € A™*™ az A-bdl ezen permutacié révén kaphaté
péros Gsszehasonlitas matrix, azaz 0(a)i; = o (i)o(s)- A g+ A" — R" rangsoro-
14si médszer anonim, ha i =9 j <= o(i) EZ(A) o(j) minden 1 < 4,5 < n-re.

Az anonimités értelmében az alternativak rangsora nem fiigghet azok elneve-
z6sét6l. Ezt a tulajdonsdgot — sulyozdsi mddszerek esetén — [32] az dsszehasonlitds
sorrendjére vald invariancia (comparison order invariance) néven vezette be.

4.2. Definicid. Pdros dsszehasonlitds mdtrizok aggregdldsa (aggregation of pair-
wise comparison matrices): Legyenek

A — [agjl)} e Anxn
A(2) _ |:a£]2):| c Anxn"”’A(k) _ {agf)} e Anxn

péros 6sszehasonlitds matrixok. Az ezekbdl képzett aggregdlt paros dsszehasonlitas
matrix a kovetkezo:

AD G A® o g A® — {k aﬁi)aﬁi)---aif)} e A<n.

Tehat péaros 6sszehasonlitds matrixok aggregaldsa az azonos pozicidji matrix-
elemek mértani kdzepei altal meghatarozott paros dsszehasonlitas matrixhoz vezet.
[1] axiomatikus érveléssel bizonyitja, hogy a mértani kozép az egyetlen ,, jol visel-
ked6” aggregalé modszer, mert nem létezik mas olyan kvaziaritmetikai kozép, mely
teljesitené a reciprocitas és a pozitiv homogenitds kovetelményét. A reciprocitas
értelmében a matrixelemek Gsszegzése, majd invertaldsa ugyanazt az eredményt
adja, mint az egyenkénti invertalas, és az ezt kovetd aggregédlas. Ez a tulajdonsag
garantdlja az aggregalt matrix paros dsszehasonlitds matrix voltat (2.1. definicid).
A pozitiv homogenitéds szerint pedig az Osszegzendd matrixelemek mindegyikének
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ugyanazon pozitiv konstanssal torténé megszorzasa az aggregdlt matrix megfelel6
elemét is ezzel ardnyosan valtoztatja meg.

4.4. Azioma. Aggregdlds invariancia (aggregation invariance, Al): Legyenek
AW AR AR e A<M paros sszehasonlitds matrixok, ¢ 1 A"X — K™
pedig egy olyan rangsorolasi mddszer, hogy i tgAu) j minden 1 < ¢ < k-re. Ekkor

o - . .. g :
g aggregdlds invaridns, ha ¢ = valamint ¢ mADBA@ @ mA® I
g

A

g £
AMGAD @...gA®) ]

amennyiben i > j legalabb egy 1 < ¢ < k esetén.

A Pareto-elvnek is nevezett, ebben a formédban [21] dltal javasolt Al axiéma a
csoportos dontéshozatal kézenfekvo feltétele: amikor a dontéshozok egyetértenek
abban, hogy az ¢ alternativa nem rosszabb j-nél, akkor ezt a reliciét — az egyéni
vélemények Osszegzésével kapott — aggregdlt preferencidknak is tiikroéznie kell.

4.5. Azidma. Reszponzivitds (responsiveness, RES): Legyenek A A’ € A"*™
paros Osszehasonlitds matrixok, mig 1 < ¢,7 < n két kiilonb6z6 alternativa dgy,
hogy A és A’ minden eleme azonos aj; > a;; (a}; < a;;) kivételével. A

g: An><n N mn
rangsorolasi médszer reszponziv, ha i tgA ] =1 >-9A, 7.

A reszponzivitds — egy természetesnek tiiné monotonitdsi tulajdonsag — értel-
mében, amennyiben az i alternativa nem rosszabb j-nél, akkor szigoruan prefe-
raltta kell valnia, miutdan egymassal szembeni paros ¢sszehasonlitasuk eredménye
i szdméara kedvezoen valtozik.

5. Axiomatizacidk
Az aldbbiakban a logaritmikus legkisebb négyzetek médszerét karakterizéljuk.
5.1. Az LLSM mint sdilyozasi médszer

Az 1. fejezetben bemutatott, stlyozasi médszerekre vonatkozo6 két tulajdonsag
mar elegendo egy eljaras egyértelmii meghatarozasahoz.

5.1. TETEL. A logaritmikus legkisebb négyzetek médszere az egyetlen korrekt
és egy triadon végrehajtott a-transzformaciora nézve fiiggetlen silyozasi modszer.

Bizonyitds. Lasd [25, Theorem 4.1]. O

Miutéan az 5.1. tétel karakterizacidja csak két tulajdonsagot hasznal, inkabb
technikai jelent6ségli az alabbi eredmény.

5.1. SEGEDTETEL. CR és ITT logikailag fiiggetlen axiémak.
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Bizonyitds. Lasd [25, Proposition 4.1]. O

Az 5.1. tétel {6 {izenete, hogy a logaritmikus legkisebb négyzetek médszere egy-
szerre rendelkezik j6 lokalis (ITT) és globélis (C'R) tulajdonsigokkal. Ez az egyet-
len olyan eljards, amely nem ,romlik el” akkor, ha a paros Gsszehasonlitds matrix
vagyott konzisztenciajit ,mohd” médon, mindig csak egy-egy alternativaharmasra
Osszpontositva szeretnénk helyredllitani, mikézben nem engedjitk meg a sulyvek-
tor valtozasat. Ez azért lehet némileg meglepd, ugyanakkor egyértelmiien kedvezo
eredmény, mert els6 latasra egyaltalan nem nyilvanvald, hogy a konzisztencia loka-
lis helyreallitasa, egy-egy triad ,kijavitasa” ne silyosbitand helyrehozhatatlanul a
métrix t6bbi részén meglevé inkonzisztencidt (vagy rontand el a kezdetben meglevé
konzisztencidt). Ilyen értelemben az LLSM eljarassal kapott sulyvektor nevezhetd
a triddon végzett a-transzformacié fixpontjanak.

Az 5.1. tétel szerint, ha valaki nem ért egyet a logaritmikus legkisebb négyzetek
moédszerének haszndlatdval, akkor a CR és ITT axiémék koziil legalabb az egyiket
el kell utasitania. A korrektség elhagyasa nehezen védheto. A triddon végrehajtott
a-transzformaciétol vald fiiggetlenségrol adott esetben le lehet mondani, bar ezzel
elveszitjitk a fenti egyszeri iterativ eljaras alkalmazhatosagat.

5.2. Az LLSM mint rangsoroldsi mdédszer

A 1 fejezetben ismertetett hdrom tulajdonsig segitségével karakterizalhaté egy
rangsorolasi mddszer.

5.2. TETEL. A logaritmikus legkisebb négyzetek rangsoroldsi médszere az egyet-
len anonim, aggregalasinvarians és reszponziv rangsorolasi modszer.

Bizonyitds. Lasd [21, Theorem 1]. O

A tételben szerepld tulajdonsagok egyike sem nélkiilozhetd.

5.2. SEGEDTETEL. ANO, Al és RES logikailag fiiggetlen axiémak.

Bizonyitds. Lésd [21, Proposition 3. O

Az 5.2. tétel alapjan az LLSM eljarés elvetéséhez az ANO, Al és RES tulaj-
donsdgok valamelyikét fel kell aldozni. Az anonimitas elhagydsa megmagyardzha-
tatlan. Az aggregdlds invariancia alapja [1] hires eredménye.? Végiil, a reszponzi-
vitas feladasa ellentmond a paros Gsszehasonlitds matrix elemeinek tulajdonitott
jelentésnek. Minden bizonnyal barmelyik véllalati dontéshozé révid iton elbocsé-
tana azt a pénziigyi tandcsaddjat, aki megprébalnd megmagyardzni, hogy azért
kell kevesebb pénzt szénni egy projektre, mert annak relativ hozama (valtozatlan
piaci koriilmények, példdul azonos kockézat mellett) varatlanul nagyobb lett.

2 A hivatkozott cikk 2019. februar 27-én 921 hivatkozéssal rendelkezett a Google Scholar, és
370-nel a Web of Science 6sszesitése alapjan.
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6. Osszefoglalis

Az el6zbekben a paros Osszehasonlitds matrixok sulyvektoranak meghatéroza-
sara szolgalo egyik eljaras, a logaritmikus legkisebb négyzetek médszerével kap-
csolatos két karakterizaciot ismertettiink. Mindegyik hatdsos érvekkel szolgdl az
LLSM eljards alkalmazédsa mellett, mely az itt targyaltakon til szdmos kedvez6
tulajdonsdggal rendelkezik (14sd példaul [2, 3, 31, 32, 33, 37]).

Ugyanakkor fontos felhivni a figyelmet arra, hogy a bemutatott axiomatizaciék
csak az Osszes paros Osszehasonlitas matrix halmazan érvényesek. ElsO ranézésre
ennél sziikebb osztélyok valasztdsa nem jelenthet gondot, ez azonban tévedés [40]:
két, egyébként kiilonbozo sulyozasi vagy rangsoroldsi eljaras egy kisebb halmazon
mar egybeeshet, igy ott nem feltétleniil az LLSM lesz az egyetlen olyan mdodszer,
ami az Osszes axiomat teljesiti. Példdaul konzisztens paros 6sszehasonlitas matrixok
esetén az ITT axiéma trividlis médon teljesiil, vagyis minden korrekt stlyozasi
modszer azonos a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerével, igy az 5.1. tétel
allitdsanak egyértelmiiségre vonatkozé része hamis.

Talan érdekesebb kérdés, vajon mi a helyzet egy bovebb halmazon, a nem tel-
jesen kitoltott paros osszehasonlitds matrixokén, ahol bizonyos Gsszehasonlitdsok
ismeretlenek is lehetnek. A célfiiggvény okéan a logaritmikus legkisebb négyzetek
médszere minden nehézség nélkiil kiterjeszthetd erre az osztdlyra [6], mikdzben
az eljaras bizonyos tulajdonsigai érvényesek maradnak [7]. Ez az altaldnosités
azonban mar egy masik kutatas témaja lehet.
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CHARACTERIZATIONS OF THE LOGARITHMIC LEAST SQUARES METHOD
LAszLo CsaTo

An axiomatic approach is applied for the problem of extracting weights or rankings of the
alternatives from a pairwise comparison ratio matrix. First, we provide an axiomatic charac-
terization of the Logarithmic Least Squares Method, which is sometimes called row geometric
mean. This procedure is shown to be the only one satisfying correctness in the consistent case,
which requires the reproduction of the inducing vector for any consistent matrix, and invariance
to a specific transformation on a triad, that is, the weight vector is not influenced by an arbi-
trary multiplication of matrix elements along a 3-cycle by a positive scalar. Second, it is proved
that the ordering induced by this method is uniquely determined by three independent axioms,
anonymity (independence of the labelling of alternatives), responsiveness (a kind of monotonicity
property) and aggregation invariance, which demands the preservation of the pairwise ranking

between two alternatives if unanimous individual preferences are combined by geometric mean.

Keywords: decision analysis; pairwise comparisons; ranking; geometric mean; axiomatic approach;
characterization.
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