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IGAZSAGOS TORTAOSZTASI ALGORITMUSOK EGYENLO ES
NEMEGYENLO FELOSZTAST ARANYOKON

FLEINER TAMAS, ROMSICS ERZSEBET

A dolgozatban bemutatjuk az ardnyos tortaosztozkodds elméletéhez tar-
toz6é matematikai apparatus egy részét, majd 1j eredményeket ismertetiink:
az aranyos osztozkodast végzé Boldogsdg az Egyenjogusdgban Algoritmust,
amely nem tudl erds feltételek mellett erGsebb, szigortan ardnyos elosztas
ad, és a Részvénytarsasdg Felosztds Algoritmust, amely sikeresen végzi el a
k-személyes nem egyenld részesedések melletti aranyos osztozkodast.

1. Bevezetés

Az igazsdgos osztozkodds szamos torténelmi forrds szerint mar az Skorban
is problémékat okozott az akkori tarsadalomnak. Tobb irdasos emléket talalunk,
amelyben a hatalom vagy az egyhaz rogziti a kiilonboz6 javak felosztasdnak sza-
bélyait. Attdl fiiggben, hogy a felosztandd jészdg milyen tulajdonsdgokkal ren-
delkezik, tobbféle, gyakorlati problémara vonatkozo igazsagos osztozkodasi eljaras
ismert. A pénzzel reprezentalhaté osztozkodasok viszonylag egyszertiek, mert a
pénz homogén és barhogy feloszthaté. Ha példaul a valéfélben 1év6 hazastarsak a
koz6s vagyonon osztozkodnak, és a vagyonnak része valamilyen feloszthatatlan jo-
szdg (mondjuk egy autd), akkor az osztozkodds kozben arra is kell figyelniink, hogy
ezt az autot ne vagjuk ketté. Természetesen sok esetben egyaltalan nem létezik a
feladatnak tokéletes megolddsa. Az ardnyos tortaosztas soran egy olyan joszagot
osztunk fel, amely heterogén allagu és korlatlanul feloszthaté. Ez azt jelenti, hogy
a jatékosok értékelhetnek egy adott szeletet (tortarészt) kiilsnbozdképpen, tovab-
béa barhogy is vagjuk a torta valamely szeletét két tetszoleges szeletre, e két szelet
Osszértéke megegyezik az eredeti szelet értékével. A jelen munka célja két konkrét
tortaoszté algoritmus bemutatasa.

A Boldogsédg az Egyenjogusaghban Algoritmus ardnyos osztozkodast végez, azaz
egyenlo részesedések esetén aranyosan osztja szét a tortat. Itt az Un. egyiittesen
abszolut folytonossag tulajdonsiag megléte esetén koénnyen elérhetd, hogy az osz-
tozkodasunk szigortian aranyos legyen, azaz mindenki szigorian tobbet kapjon a
részesedésénél.
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A Részvénytarsasag Felosztas Algoritmus sikeresen végzi el k személyre a nem
egyenld részesedések melletti ardnyos osztozkoddst. Az algoritmus alapjaként a
Részvénytarsasiag Szétvalasztas szubrutin szolgal, amely kettévag egy részvény-
tarsasdgot (ami itt a felosztandd jészagot jelenti), majd a jatékosok a szémuk-
ra jovedelmezobb oldalra probédlnak helyezkedni a részvényeik cserélgetésével. A
hatékonysigot aldtamasztandd, igazolunk a vagasszamra egy felsé becslését. Ez
altalaban nem éles, igy tobbnyire az algoritmus még ennél is jobban teljesit.

A Boldogsag az Egyenjogusagban Algoritmus az altalunk Oszd Meg és Ural-
kodj Algoritmusnak nevezett Even—Paz-eljards alapjdn késziilt [2, 3, 4]. Ez utébbi
modszer 1ényege, hogy egy vagéassal ugy vagja szét a tortat, és szeparalja ezaltal
kisebb csoportokra a jatékosokat, hogy mindenki pontosan egy szeleten osztozkod-
jon tovabb. Egy adott szelet szétdarabolasat pedig addig folytatjuk, amig minden
szeletnek legfeljebb 2 tulajdonosa van. E két jatékos pedig mar egyszeriien elosztja
az adott szeletet: az egyik vag, a masik valaszt. Ebben az eljardsban szerepel egy
passziv jatékos is, aki a tobbiek egyidejii cselekvése utan, azokat mérlegelve hozza
meg sajat dontését a torta szeletelésérol. Ezzel lehetoséget kap, hogy akar jéval
értékesebb szeletet kapjon a tortabdl, mint a részesedése. A Boldogsag az Egyenjo-
gusagban Algoritmus elkeriili ezt a jatékosok kozti aszimetriat, mégis legtobbszor
eléri, hogy mindenki szigorian tobbet kapjon a jussanal. Masik eredményiink, a
Részvénytarsasag Felosztas Algoritmus dltaldnositja az ismert kétszemélyes Kozel
Felez6 Algoritmust. Ezek az algoritmusok arra szolgdlnak, hogy olyan osztozkod&-
sokat hajtsanak végre, melyekben a jatékosok nem egyenl6 ardnyban részesednek a
tortabdl [3]. A Kozel Felezd Algoritmusban a vagé jatékos kozel felezi a tortét, mig
a masik jatékos szeletet valaszt, és ezzel lecsokken a részesedése a maradékbdl. A
megmaradt szeleten addig alkalmazzak Gjra a kozel felezés médszerét, amig egyenlo
részesedésekhez jutnak, és egy vagassal befejezhetik az osztozkodast. Robertson és
Webb kényve megemlit egy lehetséges dltaldnositast [3]. Ha feltessziik, hogy k— 1
személy mar ardnyosan elosztotta a tortdt, akkor a k-személyes felosztast meghaté-
rozhatjuk tgy, hogy a k. személy (akinek még nincs tortdja) a kétszemélyes Kozel
Felez6 Algoritmust haszndlva kiilon-kiilon osztozkodik a tobbi jatékossal a sajat
szeleteiken. Ennek az algoritmusnak egy héatranya, hogy igen sok vagast igényel,
igy a sok djraosztas miatt a jatékosok tipikusan igen sok kiilonallé darabot kapnak.
Akit a probléma részletesebben érdekel, Tasnadi Attila Igazsdgos elosztasok cimii
kényvének ezt a fejezetét olvassa el [4].

Jelen munkénk az aldbbiak szerint épiil fel. A masodik fejezetben a tortaosztés-
sal kapcsolatos, szamunkra sziikséges alapvetd fogalmakat tisztdzzuk. A harmadik
a Boldogsdg az Egyenjogusagban Algoritmust és annak tulajdonsagait irja le, majd
a negyedik a Részvénytarsasag Felosztas Algoritmust mutatja be.
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2. Az aranyos tortaosztas leirasa

Legyen az X = [0, 1] halmaz egy heterogén, feloszthaté jészég, melyet ezentiil
tortdnak hivunk (a leirtak az R™ minden mérhet8, korldtos halmazara altaldnosit-
hatdak). Legyen {Pi, Ps, ..., P;} a jatékosok csoportja, akik a tortat egymads kozt
felosztjak. Legyen az indexhalmazunk I := {1,2,...,k}. Minden P; jatékos ezentul
az X; C X halmazban részesiil, valamint egy u; mértékkel rendelkezik. Ez a p;
egy végesen szubadditiv mérték:

Wk < 0o : u(@ X;) < fju(&-), (1)

=1

abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre:

és normalt, azaz
mi(X) = 1. (3)

Jegyezzitk meg, hogy i és v mérték egyiittesen abszolut folytonos, ha egymésra
abszolut folytonosak, azaz

VX; CX: pX;)=0ev(X;)=0. 4)
Az X egy felosztdsa az {X;}icr rendszer, ha

UXxi=X ésvi£j: XinX; =0.
el

A torta, mint egy szétosztandd jészdg, részhalmazainak lehet kiilonb6z6 tulaj-
donsaga, vagyis két azonos Lebesgue-mértékii részhalmaz képviselhet mas értéket
az egyes jatékosoknak, és mindenki annél boldogabb, minél nagyobb szeletet kap.
Minden jatékos egy nemnegativ valdés szamot rendel a tortaszeletekhez, vagyis
értékeli 6ket a sajat mértéke szerint. Fontos megjegyezniink, hogy a szeletek ér-
tékének megadédsakor az egyes jatékosok dontései egymastdl fiiggetlenek. Ez azt
jelenti, hogy nem ismerik a tobbiek mértékét, nem tudjdk, hogy milyen értékiinek
tartjdk az egyes szeleteket.

A P; jatékos tortabdl valé részesedését reprezentdlja d; € N, azaz a P; jatékos

= d; - €]0, 1] részét szeretné a tortdnak. Feltehetd, hogy a d; részesedések relativ
jer 4j

primek. Egy felosztast ardnyosnak neveziink, ha minden jatékos tgy gondolja,
hogy legalabb a részesedésével ardnyos halmazt kapott a tortabdl, azaz

d;
> dj
jer

pi(Xs) > Vi e I (5)
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Ardnyos osztozkoddsi feladatnak nevezziik a problémét, ha:
di=1 Viel, (6)

vagyis mindenki egyenld részben részesiil a tortabdél. Ha minden P; jatékos szi-
gorian nagyobb részét kapja a tortdnak, mint az ardnyos részesedése, akkor azt
mondhatjuk, hogy az osztozkodas szigorian ardnyos, azaz ha:

1i(Xi) > —— Vi€l (7)

Az osztozkodashoz maximadlisan sziikséges vagasokrdl hozott dontések szamat a
tortaoszté algoritmus vdgdsszdamdnak nevezziikk. Ez azt jelenti, hogy egyéb paramé-
terek kiszdamoldsa és a vagasok utani szeletvalasztdsok nem szadmitanak vagasnak,
hiszen azok nem a vdgdsok helyérél dontenek. Jelolje D(k,n) a vizsgélt k-személyes
tortaoszté algoritmus maximaélis vagasszamat, ahol n = ), d;. Egyenld részese-
dések (azaz ardnyos osztozkodds) esetén ezt a vigdsszamot jelolje D(k).

3. Boldogsag az Egyenjogusagban Algoritmus

A Boldogsdg az Egyenjogusagban Algoritmus aranyos osztozkodast eredményez,
amely bizonyos feltételek mellett szigortian ardnyos. A mddszer a mar ismertetett
Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus mddositasa, mely elhagyja a kitiintetett passziv
jatékos szerepét. Ezenkivill megkoveteli, hogy minden jatékos mértéke egyiittesen
abszolut folytonos legyen a Lebesgue-mértékre nézve. Ez abban egésziti ki az ed-
digi mértékre tett megkoveteléseinket, hogy ha egy halmaznak Lebesgue-mérték
szerinti pozitiv mértéke van, akkor minden jatékos ugy gondolja, hogy a sajat
mértéke szerint is pozitiv mértékli. A fejezet végén bemutatjuk, hogy ezek a mo-
dositasok nagysagrendben nem valtoztatnak az Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus
vagasszaman, vagyis a Boldogsag az Egyenjogusdgban Algoritmus nagysagrend-
ben optimdlis marad, és egy nem tul szigoru feltétel teljesiilése esetén szigorian
aranyosan oszt.

Boldogsag az Egyenjogisigban Algoritmus

Tegyiik fel, hogy minden jatékos mértéke egyiittesen abszolit folytonos a
Lebesgue-mértékre nézve.

Ha k = 1, akkor az egyetlen jatékos megkapja a teljes tortat.

Ha k > 2, akkor minden jétékos jelolje be a tortan egy fiiggéleges, a tob-
biekéhez képest parhuzamos vonallal, hogy hol vdgnd el a tortat L%J : f%}
ardnyban. A jétékvezetd balrél a | % |-dik és a (| £] + 1)-dik jelélés kozott
elvigja a tortat gy, hogy e két jelolés kozti szeletet felezze Lebesgue-
mérték szerint.
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A végés bal oldalén 16v6 szeletet balrél szdmolva az elsé | 4] jatékosnak,
a jobb oldaldn 1év§ szeletet pedig a maradék (%W jatékosnak adja tovabbi
osztozkodédsra. Ha valamelyik vagasra tobb jatékos jelolése esik, akkor a
jatékvezeto tetszés szerint ossza Oket az egyes oldalakra gy, hogy a to-
vabbosztozkodo jatékosok szdama megfelel6 legyen. A bal oldali szeleten a
megfelel6 jatékosok folytatjak az osztozkodést az ¢ = ng—személyes algo-
ritmussal, a jobb oldali szeleten pedig egy m = f%}—személyes valtozatot
jatszanak majd le.

3.1. Példa. Alice, Bob, Charlie és Dave osztozkodnak a tortan. Minden jatékos
megjeloli a tortat ott, ahol elfelezné. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd sorrendben
latjuk a jatékosok jeloléseit balrdl jobbra: Alice, Charlie, Bob és Dave. Ekkor
a jatékvezetd Charlie és Bob jelolése kozott elvagja a tortat vigyazva arra, hogy
e két jelolése kozotti részt Lebesgue-mérték szerint felezze. A bal oldali szeletet
Alice-nek és Charlie-nak adja, a jobb oldalit pedig Bobnak és Dave-nek. Ezzel a
négyszemélyes problémat kettd kétszemélyesre szilikitettiik. Az 1. abra illusztralja
a példaban elvégzett osztozkodast.

N

S X, X-X

4

pa(Xi) >

RO b=

po(X1) >

U
U

pp(X — Xp) >
A CiBD AC BD up(X —Xy) >

A jatékvezet§ vag

BOl— ol

1. dbra. A BEA futdsa négy személy esetén.

A Boldogsag az Egyenjogusagban Algoritmusrdl kénnyen beldthaté, hogy aré-
nyos osztozkodast valésit meg. Az algoritmus parhuzamos végéasokkal szeleteli fel
a tortat, ezért a jatékosok jelolései balrdl jobbra megszamozhatéak az I indexhal-
mazzal. Ekkor egy 7 : I — I permutacié hatdrozza meg, hogy a jatékosok milyen
sorrendben jelolték meg a tortét:

w(i)=j <& azi. jelolést P; tette le.
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3.1. TETEL. Ha egy jdtékos mds helyen jeloli meg a tortdt barmelyik jelélés-
kor, mint a tobbi k—1 jatékos, akkor a Boldogsag az Egyenjogusagban Algoritmus
garantalja szamara a szigoriian nagyobb, mint % részt. Ha minden jatékosra igaz,
hogy legalabb egyszer nem az 6 jelolése mentén vagtak el egy szeletet, akkor a Bol-
dogsag az Egyenjogisdgban Algoritmus szigorian aranyos osztozkodast produkal.
Bizonyitds. Legyen £ := Lg] Tegyiik fel, hogy a jatékvezet6 az els6 vagast az /.
vagas mentén ejtette. Legyen a vagas bal oldaladn 1évé szelet X . Ekkor pontosan
tudjuk, hogy Prp), vagyis az £. jelolést tevo jatékos mekkoranak tartja az Xp
szeletet:

pr(e)(Xp) = % (8)

Megjegyezhetjiik, hogy az £. jelolés menti vagds azt jelenti, hogy balrdl az ¢.
és (£ +1). jelolések egybeesnek, vagyis Py 41y jdtékos is ugyanazt gondolja a bal
oldali szeletrdl, mint Pr(,). S6t, el6fordulhat, hogy tobb mint két jatékos jeldlése
esett egybe a vagassal, ekkor a jatékvezetd megfelelé szamu jatékost sorsol a bal
és a jobb oldalra.

Az Xp szeleten a vdgds utédn a Pr(1y, Pr(2), .-, Pr(s) jdtékosok osztozkodnak
tovdbb. Ekkor a Py jdtékos részesedése az Xp szeletbol %, az X p szeletet pedig
% nagysagunak tartja. Ha megkapja az X pg szeletbol a részesedését, akkor szaméra
a sajat szelete legalabb %% = % értékil, vagyis megkapta legalabb az aranyos részét
a teljes tortdbdl. Ha a vagasra ezek koziil a jatékosok koziil tobbek jelolése esett,
azokra ugyanez levezethetd.

De mi torténik a tébbiekkel? Ha Pr;y egy bal oldalra osztott jatékos
(ie{l,2,...,0—1}), és az adott korben tett jelolése nem esik az akkori vagdsra,
akkor a jeltlése és a vagas kozott van egy pozitiv Lebesgue-mértékii halmaz. Mivel
a sajat mértéke egyiittesen abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, igy 0 is
pozitiv mértékiinek latja ezt a koztes halmazt, vagyis 3 ¢ > 0, hogy:

l
,u,r(i)(XB) = % + €. (9)

Hasonl6 érvényes a Pr(sy1), Pries2), - Pr(k) jdtékosokra és a jobb oldali szeleten
torténtekre. Tehdt mindenki, akinek a jelolése nem esik elsé korben a véagésra,
szigorian tobbet kap a tortabdl, mint az ardnyos része.
Az el6z6ek altalanosithaték, ha minden koérben az 1j szeletek értékét normaljuk.
Ezzel az altalanositassal megallapithatjuk, hogy ha egy jatékos mindenki méstol
kiilonb6zoképpen jeloli meg a tortat barmelyik korben, akkor biztosan nem a je-
16lése mentén vignak, vagyis az (9) egyenletben lefrtak alapjdn szigordan tobbet
fog kapni az aranyos részénél.

Ezek alapjan pedig ha mindenkire igaz, hogy legalabb egyszer mas helyen jelolte
meg a tortat, mint tobbiek, akkor az osztozkodds szigoruan ardnyos. a
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A Boldogsig az Egyenjogusdgban Algoritmus leirdsa alapjén a vigdsszamra
rekurzios formuldt definidlhatunk. Ha k személy osztozkodik a tortan, akkor a
legelsé korben mindenki megjeloli, hogy hol vagna el. Mivel ezek mind vagasokkal
kapcsolatos dontések, amik befolyasolhatjak a vagds fizikai helyét, beleszamitanak
a vagasszamba. A jatékvezetd 1épései, a fizikai vagas és a jatékosok szétosztéasa
nem szamitanak bele. A vdgds utdn pedig két, kevesebb résztvevés tortaosztast
kell majd végigjatszaniuk a megfeleld jatékosoknak, tehat a rekurziés formula a
kovetkezdképpen irhaté fel az alsé és felsd egészrész fliggvények segitségével:

b=+ 0((4]) +o([4]) o

3.2. TETEL. A k-személyes Boldogsdg az Egyenjogisdgban Algoritmus vagds-
szama rekurziv formuldjanak zart alakja

D(k) = k- [logy k] — 2Mes2 1 4 k. (11)

Bizonyitds. A Boldogsag az Egyenjogusdgban Algoritmus az Oszd meg és Uralkodj
Algoritmus egy egyszerii médositasaval sziiletett, és el6bbi vagdsszamat egyszerti-
en megkapjuk utébbi végdsszamabol (a levezetés Robertson és Webb kényvében
megtaldlhaté [2, 3]). A passziv jatékos elkeriilése a Boldogsdg az Egyenjogusdgban
Algoritmusban azt eredményezi, hogy minden egyes kérben (jelsléskor) plusz egy
vagast ejtiink. Az Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus vigasszama tehat

D(k) =k - [logy k] — 2M°e2k1 11,

A k résztvevl esetén Osszesen k darab szeletre vagjuk a tortat, vagyis k — 1 darab
fizikai vagast ejtiink. Ezt pedig pontosan k — 1 kor alatt érhetjiik el, ami dsszesen
k — 1 plusz vagast jelent az Oszd meg és Uralkodj Algoritmus vagasszamahoz
képest. a

Even és Paz [2] Oszd Meg és Uralkodj Algoritmusa O(k - log k) vagdssal végzi
el az ardnyos tortaosztdst. Edmonds és Pruhs [1] beldtta, hogy ez a vigdsszdm
optimalis a determinisztikus algoritmusok koérében.

3.1. KOVETKEZMENY. A determinisztikus Boldogsag az Egyenjogtisdgban Al-
goritmus vagasszama O(k - log k) nagysdgrendt, vagyis optimélis.

4. Részvénytarsasag Felosztas Algoritmus

Ebben a fejezetben attériink a nem egyenld részesedések melletti aranyos osz-
tozkodasi feladatra, azaz amikor a jatékosok részesedése a tortabdl egymashoz
képest kiilonb6z6. Az itt definidlt algoritmus természete miatt célszerii djrafo-
galmazni az eddigi tortaosztdssal kapcsolatos fogalmakat. Ezentil a C' részvény-
tdrsasag reprezentdlja a tortat, P; jatékosok pedig a vallalat részvényesei lesznek
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d; részesedéssel (i € I = {1,2,...,k}). A részesedések Gsszege n = ), d;, jelolje
ezentil a C véllalat részvényeinek szdmat, valamint a teljes C' részvénytarsasig
érjen minden jatékosnak 1-et. fgy a részvényesek % értékiinek tartjak a vallalat
minden részvényét.

Az eljaras soran a C részvénytarsasigot C1,C2,...,C™ részvénytarsasigokra
véagjuk (rendre n',n?, ...,n™ részvénnyel), ahol Z;nzl nd = n. Egy P; részvényes
akkor tartja jovedelmezonek a C7 véllalatot, ha egy részvény értéke C7-ben leg-

m

aldbb annyit ér szaméra, mint egy részvény C-ben, azaz ha

2> ahol a= 1i(C7) €10, 11. (12)

1
n

3
<

Ezek alapjan P; jovedelmez6bbnek tartja a C7 véallalatot barmelyik masikhoz ké-
pest, ha szdmdra tobbet ér egy C7-beli részvény, mint egy részvény a mdsik val-
lalatb6l. Célunk, hogy minden C7 véllalat pontosan egy részvényes tulajdondban
legyen, és minden P; részvényes pontosan d; részvénnyel rendelkezzen az osztoz-
kodas végére, vagyis

Viel:d;=Y n’,ahol | JJ;=1J (13)
JiCJ i€l

Bemutatjuk az ismert Kozel Felez6 Algoritmus egy k-személyes altalanositdsat,
a Részvénytarsasag Felosztds Algoritmust, amellyel a fent emlitett {C7};c; fel-
osztas elkészithetd. Az algoritmus alapjaként a kovetkezékben megfogalmazott
Részvénytarsasag Szétvalasztas szubrutin szolgal, amely kettévag egy részvény-
tarsasiagot, majd a jatékosok a szamukra jovedelmezObb oldalra prébédlnak helyez-
kedni a részvényeik cserélgetésével. A szubrutint djra alkalmazzuk azokra a kisebb
vallalatokra, melyeknek még legaldbb két tulajdonosa van.

A Részvénytédrsasdg Felosztds Algoritmus bemenete maga a {C} véllalat és
egy (dy,do,...,d;)T részesedési lista, amely az osztozkodd P, P, ..., P jaté-
kosok részesedését reprezentalja a C véllalatban. Az algoritmus kimenete egy
C = {CY,C?% ...,C™} felosztés és egy D € NFX™ mitrix, melynek dg (i. sor, j.
oszlopbeli) eleme megmutatja, hogy a P; jatékos mekkora ardnyban részesiil a C7
véllalatbdl, ahol a C7 véllalati részvények szama ni = 2., d?

el Yt
- S
D= d.% d_g o d_én e Nkxm, (14)
di a2 dp
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4.1. KOVETKEZMENY. Mivel az Részvénytdrsasag Felosztds Algoritmus végén
minden C villalatnak egy tulajdonosa van, igy tudjuk, hogy D minden oszlopaban
pontosan egy elem nem 0. Ez nem mondhaté el a sorokrdl, hiszen egy jatékosnak
lehet tobb vallalata is: az i. sort Osszegezve d;-t kapunk.

A Részvénytarsasdg Szétvilasztds szubrutin bemenete egy {C7} tortaszelet
és egy (d{,d&...di)T lista, amely az osztozkod6 Py, Ps,..., P, jatékosok ré-
szesedését reprezentdlja a C7 vallalatban (a matrix j. oszlopa). Az szubrutin
kimenete a C7 viallalat egy felosztdsa: egy C* és egy C** véllalat, rendre
(dy,d5,....dy) és (di*,ds*,...,d}") részesedési listdkkal, melyekre teljesiil, hogy
minden i € I : df +d* = d/. Ha a vallalatnak (amit bemenetként adtunk)
csak egy tulajdonosa van, akkor a szubrutin visszaadja a bemenetet (vagyis C**
nem feltétleniil 1étezik). A szubrutin kimenetét a Részvénytédrsasdg Felosztds
Algoritmus beilleszti a sajit C' halmazéba és D matrixdba, és ekkor a csillagok
helyére a megfelel6 indexek keriilnek.

Részvénytarsasig Felosztas (RTF) Algoritmus

BEMENET: C = {C} és D = (dy,da,...,dx)".

Meghivjuk a Részvénytdrsasag Szétvédlasztas szubrutint: RTS2V (C, D).
A kimenetet feldolgozzuk: C = {C',C%}, és a (di,ds,....d})T és
(d3,d3,...,d2)T részesedési listdk lesznek a D matrix oszlopai. Az
RTSzV(CY,(di,d3,...,di)T) és RTSzV(C?, (d3,d3,...,d2)T) szubrutinok
koziil meghivjuk azokat, melyeknek a bemenetként megadott részesedési
listdjaban legalabb két 0-t6l kiilénb6z6 szam van.

Ha egy részesedési listaban pontosan egy 0-tdl kiilonb6z6 szam van, akkor
az ahhoz tartozo vallalat egy ember tulajdondban van, és nem osztozkod-
nak tovabb rajta.

REKURZIO: A kimeneteket feldolgozzuk: a C halmazban minden C7 he-
lyére a C* és a C** kimenetként kapott vallalatok keriilnek (megfeleld in-
dexszel), a D méatrixbol torsljiik a (], d, ..., d],)T listat, helyette pedig be-
illesztjiik a (di,d3,...,d;)T és (di*,d3*, ..., d;*)7T listdkat (megfelel§ index-
szel). A feldolgozés utdn meghivjuk azokat az RTSzV (C9, (df, d3, ..., di)T)
szubrutinokat (ahol CV € C), melyeknek a bemenetként megadott részese-
dési listajaban legalabb két 0-tdl kiilonb6z6 szam van. Ha egy részesedési
listdban pontosan egy 0-tdl kiilonb6z6 szam van, az ahhoz tartozé vélla-
laton nem osztozkodnak tovabb.

KIMENET: C = {C',C?,...,C™} felosztas és egy D € N>,
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A kovetkezékben bemutatjuk a Részvénytéarsasag Szétvilasztds szubrutint, ami
az RTF algoritmus alapja.

Részvénytarsasig Szétvalasztis (RTSzV) szubrutin

BEMENET: C véllalat és (dy,ds, ..., ds)T részesedési lista.

Ha csak egy tulajdonosa van a C' vallalatnak, akkor készen vagyunk.

Egyébként tegyiik fel, hogy P, a legnagyobb részesedéssel rendelkezd jaté-

kos, vagy azok egyike. Ekkor n = dy + do + ... + dk.
l.eset: Ha dy > [5], akkor a P, jatékos kizel felezi a C viéllalatot
C' és C? véllalatokra, rendre [%] és [ %] szdmu részvénnyel, azaz
%ﬂl) = %Cf) teljesiil (minden részvény egyenld értékii Pj-nek).
A C! véllalatbol minden P; (i € I) jatékos d; - [%] - L részvényt
kap, a C? véllalatbél pedig d; - | %] - 1 részvényt. A C' és C? vdl-
lalat koziil a Py jatékoson kiviil minden P; jatékos kivalasztja, hogy
szamdara melyik jovedelmezébb. (Ha minden részvény ugyanannyit
ér P;-nek, akkor tetszélegesen véalaszthat véllalatot.) Ezek utdn a
jatékosok elkezdenek a P, jatékossal részvényeket cserélni. Ha egy
jatékos jovedelmezonek tart egy vallalatot, akkor a mésik vallalatbeli
részvényeit (akdar tortszdma részvényt is) 6rommel cserél jovedelme-
z6bbekre.
A részvénycsere addig tart, amig minden jatékosnak egész szamu
részvénye lesz mindkét vallalatban, és P, jatékoson kiviil mindenki-
nek mar csak vagy C'-ben, vagy C2-ben vannak részvényei. (Ha a
Py jatékosnak til nagy részesedése van a C vallalatbdl, akkor el6for-
dulhat az az eset, hogy nem lehet csak egy oldalon részvénye.)

Ebben az esetben vagy redukaltuk a k-személyes problémat egy | %]
és egy |5] részvényszami, kevesebb résztvevés problémara, vagy
csokkentettik P, részesedését.

2.eset: Ha dy < [§], akkor Py pontosan felezi a C vallalatot Ct
és C? véllalatokra, vagyis pe(C') = pe(C?) = 3 teljesiil, a részvé-
nyek pedig infldlodnak: mindkét vallalat n részvényt kap, és minden
P; jatékos d; részvényt kap mindkét vallalatbol. Ekkor, ahogy az
1. esetben, minden jatékos kivélasztja a jovedelmez6bb vallalatot,
majd részvényeket cserélnek mindaddig, amig valamely jatékosnak
lehetosége van, hogy egy részvényt jovedelmezbb részvényre cserél-
jen.
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Ebben az esetben redukéltuk a k-személyes problémat két, legfeljebb
(k — 1)-személyes problémédra, hiszen minden esetben van egy P;
jatékos (legrosszabb esetben Fy), akinek elég részvénye van ahhoz,
hogy a legkisebb részesedésii jatékossal addig cseréljen, amig annak
csak jovedelmez6 részvénye marad. Fzenkivill a P; jatékos is tud
addig cserélni, amig csak jovedelmezObb részvénye van, kiilonben
nem ebben az esetben lennénk.

Megjegyezziik, hogy k = 2 személyre az RTF algoritmus 2. esete nem fordulhat
els, vagyis a kétszemélyes algoritmus ekvivalens a Kozel Felezé Algoritmussal.

4.1. ALLITAS. Az RTSzV szubrutin 1. esetében a vdgé Py jatékosnak mindig
van elég részvénye, hogy addig cseréljen, amig minden jatékosnak csak az egyik
vallalatban van egész szamu részvénye.

Bizonyitds. Mindkét 1j véllalathoz egész szamu részvény tartozik, és ebbol
kovetkezik, hogy kaphatunk kimenetként egészelemii részesedési listdkat.

A legrosszabb eset, ha a Py vagd jatékoson kiviill mindenki ugyanazt a valla-
latot tartja jovedelmezSbbnek, és ennek a véllalatnak |4 | részvénye van, ugyanis
ekkor van sziitksége a Py jatékosnak a legtobb részvényre a mésik véallalatbdl. Ezek
alapjan teljesiilnie kell a kovetkez6 egyenlGtlenségnek, hogy mindig elég részvénye
legyen a P, jatékosnak:

o 3]> 0[] =nf3] -ae 3]
][] 2n T3
oz 3
sy

Vagyis megkaptuk azt a feltételt, ami alapjan a szubrutin 1. esetébe keriiltiink. O

4.2. ALLITAS. Az RTSzV szubrutin 2. esetében mindegyik véllalatnak leg-
alabb eggyel kevesebb tulajdonosa lesz, mint az eredetiben volt.

Bizonyitds. Legyen a legkevesebb részesedéssel rendelkez6 jatékos P,,. Mivel nem
egyenld részesedésekkel dolgozunk, igy lesz legaldbb egy jdtékos (aki akdr a Py
vagd jétékos is lehet), akinek a részesedése t6bb, mint a P, jatékosé. A nagyobb
részesedéssel rendelkez6 tud annyi részvényt adni P,,-nek, hogy csak egy vallalat-
nal legyen részvénye.
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A legrosszabb eset, amikor a Py jatékoson kiviil minden jatékos ugyanazt a vallala-
tot tartja jovedelmezobbnek. Ellenkezd esetben a Py jatékoson kiviili P; jatékosok
(i # 0) elkezdik a részvénycseréket, és a P, jatékos részvényeire csak részben
van sziikség ahhoz, hogy teljesiiljon az allitds. Megmutatjuk, hogy a P, jatékos
a legrosszabb esetben el tudja cserélni a mindenki altal jovedelmez&bbnek tartott
véallalati részvényeit, és ezzel a P, és P, jatékosok teljesitik a feltételt. Az esetszét-
valasztds szerint akkor vagyunk a 2. esetben, ha d, < [5]. Ekkor n —d, > [5],
és pontosan n — dy részvény kellene a P, vagd jatékosnak, hogy részvénycserélés
soran mindenki mésnak csak a jovedelmez6bb oldalon legyen részvénye, de a felte-
vés miatt ennyi nincs neki. Tehat meg tudjuk oldani, hogy a P, jatékos részvényei
elfogyjanak a jovedelmezébb vallalatban. ad

4.3. ALLITAS. Az RTSzV szubrutin sordn a jétékosok ardnyosan osztozkodnak.
Kovetkezésképpen az RTF algoritmus kimenete aranyos felosztast szolgaltat.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy az RTSzV szubrutin végrehajtdsa sordn egyetlen
jatékos vagyona sem csokken, azaz a . y wi(C?) - & mennyiség legaldbb akko-
ra a szubrutin végrehajtdsa utdn, mint amekkora az el6tt volt minden 7 ese-
tén. Az RTSzV szubrutin két 1épésbél all: elészor egy C7 vallalatbdl egy C*
és egy C** vallalat keletkezik. Ennek sordn az i. jatékos vagyondnak véltoza-
sa i (C*) - d] + pi(C**) - di — pi(C7) - dj = dj - (i(C*) + pi(C**) — pi(C7)) =
&} - (i (C7) — pi(C7)) = 0.

Ha a szubrutin méasodik részében végrehajtott részvénycsere soran mondjuk az
i. jatékos a C* véllalatban € mennyiségii részvényét elcseréli ugyancsak € mennyi-
ségll részvényre a C** vallalatban, akkor teljesiil, hogy p;(C*) < u;(C**). Az i.
jatékos vagyonanak véltozdsa tehdt e - (u; (C**) — p;(C*) > 0, igy a részvénycsere
soran sem csOkkenhet egyetlen jatékos vagyona sem.

Tekintettel arra, hogy a jatékosok vagyona kizarédlag az RTSzV szubrutin soran
valtozhat az RTF algoritmus futdsa soran, ezért az algoritmus kimeneteként kapott
felosztasban az i. jatékos vagyona legalabb akkora lesz, mint amekkora az eredeti
részesedése volt, azaz legaldbb d;. Nekiink pedig éppen ezt kellett igazolnunk. 0O

4.1. Példa. Alice, Bob és Charlie részesedése a Gyiimoles vallalatbol rendre
(3,28,7). A felosztaskor Bob vig elszor, mert 6vé a legnagyobb részesedés a val-
lalati részvényekbél. Mivel n = 38, és dp > [5 ] = 19, Bob kozel felezi a Gyiimélcs
vallalatot két, 19 részvénnyel rendelkezd részre, az Alma és Banan véllalatokra.
A vagéas utan Alice és Charlie jovedelmez6bb oldalt, mondjuk az Alma vallalatot
vélasztjdk, 1dsd a 3. dbra (A) részén. A tortek eltiintetése utdn Alice 2 Alma és 1
Banan, Bob 13 Alma és 15 Bandn, Charlie pedig 4 Alma és 3 Banan részvénnyel
rendelkezik. A részvénycsere utan Bob megkapja a teljes Banan véllalatot, hiszen
mar csak 6 a tulajdonosa. A részesedése ezzel csokken, és folytatjak az osztozko-
dést (3,9,7) részesedési listdval. A vagd jatékos ismét Bob lesz. Mivel n = 19, és
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dp < [§] = 10, Bobnak nincs elég részvénye a kozel felez6 esethez, ezért pontosan
felez, és a részvények inflalédnak, 1l4sd a 3. dbra (B) részén. A részvénycsere utin
redukaltuk a problémét két darab kétszemélyes problémara, és innent6l a Kozel
Felezé Algoritmust hasznalhatjuk kiilon-kiilon a két vallalatra.

részesedések (3,8) (3,2) (1,2) (1,1)
vallalatok I 6 II 1 I II
A (15/11518/11 [ 6/5 9/5 | 1/3 QP 05 05
tortek o | 40/11 48/11 | 4/5 (6/5) 2/3 4/3 |05 (05)
eltiintetese & [ (2) 1 2 1 o @ 1 0
| 3 5 o @1 1T |0 @
részvénycsere - @ 0
B 2 6
kiosztott A {2} {2} {2}.{1}
részek e | {6} {6} {63 {1} o3 {1}.{1}

2. dbra. A Gytumolcs véllalat egy kétszemélyes
felosztésa (3,8) részesedési listdval.

® W

®
0 »
®
7
9

A [15) 15 31 3 0 A 3 ® o
. @ 35 8 3 8 0 <70 0
14 14 13 15 9 19 5 9 13 5
tértek eltiintetése ' részvénycsere részvénycsere
(a) Az elsd kor (3,28,7) részesedési (b) A mésodik kor (3,9,7)
listaval. részesedési listara.

3. dbra. Redukcids 1épések a hdromszemélyes
RTF algoritmusban (3,28,7) részesedési listdval.

4.1. TETEL. Ha k > 2, n > 3, ésn > k, akkor a k-személyes Részvénytdrsasdg
Felosztas Algoritmus, melyben a résztvevik részesedéseinek Gsszege n, feliilr6l be-
cstilheté a kovetkez6képpen:

D(k,n) < (2871 — 1) - [logyn] + 1. (15)
Specialisan, ha k = 2, akkor
D(2,n) = [logy n].
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Bizonyitds. Ha k = 2, akkor az algoritmusunk megegyezik a Kozel Felez6 Algorit-
mussal, vagyis a vdgdsszdmuk is megegyezik [3].

Hajtsunk végre indukciét a lexikografikus rendezett (k,n) parokon. Az algoritmus
leirdsét kovetve az aldbbi fels6 becslést adhatjuk D(k,n)-ra:

Dl < {2006 10 00 5]

{Dr—i+1,[5]) + DG |5]) vi=23,.. [%] 3

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a tételt, be kell latnunk a kovetkezot:

1 +max{ 2. D(k—1,n); D(k, [gb :
k+1
{D—i+1[5])+ DG |5]) vi=23.[=]}} <
< (21— 1) [logyn] + 1.
Hasznaljuk a tételbeli (15) fels6 becslést a maximumbeli elemekre. Egyszeriien
belathat6, hogy a legtobb elhagyhaté koziilik, mert D(k, [4]) felsé becslésével
Sket is feliilr8l becsiiljiik. Irjuk fel a tételbeli (15) felsé becslést D(k, [5])-ra:
Dk, [gb < (21— 1) [log (%H 4L (16)
Minden i € {2,3,...[2EL]} indexre felirhat6 a kévetkezd:

Dk i+ 1.[2]) + D | 2]) <

<@ = 1) [logo[F]] + 14+ @ = 1) logs| ]| +1
= (24271~ 2). [log, [gﬂ +2,
és feliilrdl becsiilhetjiik az egyenlStlenség jobb oldalat az elézéekben felirt (16) felsé

becsléssel, majd rendezhetjiik:

(42 —2)- [logy[F]] +2.< (27— 1) [loga 5] +1
1

[logz[ 511

Mivel n > 3 esetén az el6z6 (17) egyenlétlenség bal oldaldn mindig 1-nél nem
nagyobb, a jobb oldaldn pedig 1-nél nem kisebb tényezdket szorzunk, a tételbeli
(15) felsd becsléssel a kovetkezot kapjuk:

<2kt okt ol )y = (2R - 1)L (2 1) (17)

D(k,n) <1+ max{ 2. D(k—1,n); D(k,[5])}-
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Ahhoz, hogy a tételbeli (15) fels6 becslés mindig igaz legyen, a kovetkezd két
egyenlGtlenséget kell még belatnunk:
14+2-D(k—1,n) < (2"' = 1) [logyn] + 1, (18)

1+ D(k, [%1) < (2871~ 1) [logy n] + 1. (19)

Becsiiljitk feliilrdl az el6zéekben felirt (18) egyenlétlenség bal oldaldt, hogy
eljussunk a jobb oldaldig:
1+2-D(k—1,n)<1+2-[2" 171 —1) [logyn] +1] =
=34 (271 —2) - [log, n]
= (21 —1) - [logyn] + 1 —[logyn] +2.
—_——

<0 (Yn=3)

Valamint becsiiljiik feliilrdl az elézéekben felirt (19) egyenlStlenség bal oldalat,
hogy eljussunk a jobb oldaldig, és kozben hasznaljuk ki, hogy Vz € R : [logy[z]] =

[log,

1+ D(k,[5]) 1+ @ 1) [logy[5]| +1=

- k=1 _ qy. n
=1+(2 1) [1og22-‘+1
=1+ (2" —1)-[logyn —log, 2] + 1
=1+ 2" =1)- ([logyn] —1) +1
= (2"t —1)-[logyn] +1—-2F"1 2.
<0 (Vk>2)

Ezzel belattuk, hogy a tételbeli (15) felsd becslés mindig elegendd vagas lesz.
O

Ko6szonetnyilvanitas

Jelen munka az OTKA K108383 és az MTA KEP-6/2017 sz. kutatési pro-
jekt tamogatasaval késziilt. Tovdbba koszonettel tartozunk a lektornak, az MTA
Mechanizmus tervezés kutatdcsoportjanak és Tasnadi Attilanak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



48 FLEINER TAMAS, ROMSICS ERZSEBET

Hivatkozasok

[1] JErr EDMONDS AND KIRK PRUHS: Cake cutting really is not a piece of cake, ACM
Transactions on Algorithms (TALG), Vol. 7 No. 4, p. 51 (2011).

[2] SHIMON EVEN AND AZARIA PAz: A note on cake cutting, Discrete Applied Mathematics,
Vol. 7 No. 3, pp. 285-296 (1984).

[3] JACK ROBERTSON AND WILLIAM WEBB: Coake-cutting algorithms: Be fair if you can,
p. 177 (1998).

[4] ArTiLA TASNADL: Igazsdgos elosztdsok, Budapesti Corvinus Egyetem, Typotex, p. 147
(2014).

Fleiner Tamés 1971-ben sziiletett Budapes-
ten. A budapesti Fazekas Gimndzium specia-
lis matematika tagozatan tett érettségit koveto-
en szerzett okleveles matematikus diplomét az
ELTE-n, majd az amszerdami CWI-ben t6ltott
4 év utédn "Stable and crossing structures” cimi
disszertaciéjat az eindhoveni TU /e egyetemen
2000-ben védte meg. Egy évig az MTA RAM-
KI fiatal kutatéja, majd Magyary Zoltan poszt-
doktori 6sztondijas az ELTE Operacidokutatasi
Tanszékén. 2003-t6] Bolyai-osztondijasként a
BME Szamitastudoményi és Informacidelméle-
t1 Tanszeken adJunktus 2006-t6l docens, 2014-ben pedig habilital. Kutatasi
teriilete a diszkrét matematika és kozgazdasdgtan hatarteriilete, 65 tudoményos
kozlemény szerzéje, tobb mint 300 fiiggetlen hivatkozéassal. Tobb OTKA-palyazat
témavezetGje, nemzetkozi kutatasok résztvevoje, a Kiirschdk Jozsef Matematikai
Tanuléverseny szervezibizottsaganak elndke. Jelenleg a BME-n és az AIT-n
oktat, tarsashazi kozos képvisel6, miikedvel6 kerékpar- és varrégépmiiszerész,
valamint gerillakertész.

FLEINER TAMAS

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Szamitastudomdényi és Informécidelméleti Tanszék

1117 Budapest, Magyar tuddsok koritja 2., I épiilet, IB132
fleiner@cs.bme.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



IGAZSAGOS TORTAOSZTASI ALGORITMUSOK... 49

Romsics Erzsébet Kalocsan sziiletett 1994. juli-
us 10-én, jelenleg Budapesten él. A gimndziumi
tanulmanyait a kalocsai Szent Istvan Gimnéazi-
umban végezte, majd alapszakos diplomét szer-
zett a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoma-
nyi Egyetem matematika alapszakan 2016-ban.
Jelenleg is az egyetem matematikus mestersza-
kén tanul. Az alapszakos témavezet&je Flei-
ner Tamas volt, jelenleg pedig Bird Péter, az
MTA Kozgazdasdgtudomanyi Intézetének tag-
ja. Az egyetem alatt tobb tanszéken toltott be
demonstratori poziciét, javaban mérnoki mate-
matika targyakat oktatott. 2016-ban az igaz-
sagos tortaosztasrol irt dolgozata elsé helye-
zést ért el az egyetemi tudoméanyos konferen-
. cidn. Kisebb feladatokban részt vett az MTA
: w22y Mechanizmustervezés Kutatécsoport munkaja-
ban 2017-ben, maJd 2018 t6l az MTA Tudomdnypolitikai és Tudomanyelemzési
Osztélyaval dolgozik egyiitt egy halézatelméleti projekten. 2017-ben a BME Ter-
mészettudomanyi Kara a 'Kar Kivalé Hallgatéja’ dijat adoméanyozta neki.

ROMSICS ERZSEBET

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Sztochasztika Tanszék

1111 Budapest, Egry Jézsef u. 1.
romsics.csore@gmail.com

ALGORITHMS FOR CAKE CUTTING WITH EQUAL AND UNEQUAL SHARES
TaMAS FLEINER, ERZSEBET RoMSICS

An unceasing problem of our prevailing society is the fair division of goods. The problem of
fair cake cutting is dividing a heterogeneous and divisible resource, the cake, among k players
who value pieces according to their own measure function. The goal is to assign each player a
not necessarily connected part of the cake that the player evaluates at least a much as her equal
fair share.

In this paper we present two new algorithms. Our first algorithm guarantees a piece strictly
larger than of the whole cake for certain measure functions. In the second setting, we investigate
the problem of unequal shares, where each player needs to be assigned a piece that she evaluates
at least a much as her predefined fair share. We present an algorithm that delivers such a solution
and in some cases, runs faster than all known algorithms. In both problems, we establish upper

bounds on the number of cuts our algorithms execute.
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