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VALASZTOKERULETEK ALAKJANAK VIZSGALATA HU-FELE
INVARIANS MOMENTUMOK ALKALMAZASAVAL

NAGY BALAZS, SZAKAL SZILVIA

A gerrymandering a valasztékeriiletek politikai elfogultsig szerinti atraj-
zoldsa. Szdmos mérték létezik sikbeli alakzatok bizonyos tulajdonsdgainak
leirdsara, ezzel szemben az idedlis valasztékeriilet format nehéz lenne meg-
hatarozni. Kutatdsunkban a Hu-invaridns momentumok segitségével egy 1j
korszeriiségi mutatét alkalmazunk néhdny amerikai vélasztékeriilet alakja-
nak és a rendszeresen el6fordulé valtoztatdsok hatdsanak vizsgdlatara, emel-
lett targyaljuk az altalunk haszndlt alakmutatdkkal kapcsolatban felmeriilo
mobdszertani kérdéseket is. Tovabbi célunk egy olyan eljaras kidolgozasa,
amellyel a manipuldcié szandéka hatékonyan kiszlirheté a valasztokeriiletek
Gjrarajzolasanal.

1. Bevezetés

Ennek a tanulmanynak alapvetéen két célja van. Az egyik, hogy 6sszehasonlitsa
néhany amerikai allam vélasztokeriileteinek alakjat. A maésik, hogy bemutassa
az alkalmazott alakmutatokat, és targyalja az ezekkel kapcsolatos médszertani
kérdések egy részét.

A vélasztokeriilet kialakitdsa sordn elsé 1épésként a korzetek méretét, azaz a
korzetbe tartozé vélasztok szamat, majd hatarat kell meghatarozni. A korzetki-
osztasi feladat és a korzethatarok megrajzoldsa is alapvetd fontossagu az ardnyos
képviselet szempontjabdl. Nem csak a probléma, de az irodalom is két részre ta-
gozddik, az el6bbirél attekintést ad [6], mig az utébbi témdardl az aldbbi cikkek
értekeznek részletesen: [18], [14]. Vizsgalataink kézéppontjdban a korzethatdrok
kialakitasa all. A vélasztasi korzetek létrehozatalakor az alak 6nallé kutatdsi té-
ma, mivel az, hogy a korzetek hatdrait pontosan hol huzzak meg, meghatirozo
lehet a partok vélasztasi eredményeit illetGen, ami kdzvetve jelentGs gazdasagi ko-
vetkezményekkel is jarhat. A politikai hatsé szandékkal torténé térképrajzolast,
a valasztokeriilet-manipulaciét a nemzetkozi irodalomban gerrymanderingnek hiv-
jak.

A szakirodalomban szdmos olyan mddszert kiilonboztetnek meg, amellyel egy
régi6 alakja mérhetd [21], [9]. Magyarorszdgi megyék vizsgalatét illetéen 1d. [2].
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Mivel egy régié alakjaval kapcsolatban tobb, egymassal is Gsszefiiggo tulajdonsagot
lehet vizsgélni, igy annak egyetlen mutatéval valé pontos leirdsa nem lehetséges.
Egy kétdimenzids teriiletegység formajat tekintve szdmos kiilonboz6 szempontot
lehet vizsgalni: foldrajzi kompaktsig (korszeriiség), elnyiltsdg, konvexitds, lyukas-
sag, Osszefliggbség, a hatarvonal csipkézettsége. Mivel a téma tébb tudomanyte-
riiletet is atfog, nincs egységes nyelvezet az alak tulajdonsagait illetéen. Részben
ez az oka annak, hogy a szerzok gyakran szinonimaként alkalmaznak olyan kife-
jezéseket, mint pl. korszeriiség, megnyulds, konvexitas stb. A korabban felsorolt
tulajdonsagok koziil gyakorlati fontossaguk miatt a korszeriiség mutatdi a legfon-
tosabbak és a leggyakrabban targyaltak, ezért ebben a tanulmanyban csak eze-
ket hasznaljuk. Egy ,minden igényt kielégit6” alakmutatonak tobb kritériumot is
teljesitenie kellene, mint példaul a mérészam mindenféle mértani alakzatra alkal-
mazhato legyen; minden alakzatot egyetlen szammal jellemezzen; lehetoleg a 0-t6l
1-ig terjed6 skalan vegye fel az értékeket; a mérészam nagysagat ne befolyasolja
az alakzat elforgatédsa, eltolasa, nagyitasa stb.

A valasztokorzetek kialakitdsanal szédmos alakmutatot hasznalnak a korzetek
foldrajzi ,kompaktsdgdnak” (tomorségének) mérésére. Ezen mutatok a vizsgalt
alakzatok keriilete, teriilete és kiilonféle hosszmértékeinek Osszevetésén alapul-
nak. A Reock-teszt [15] példdul a korzet teriiletét viszonyitja a legkisebb olyan
kor teriiletéhez, amely a korzetet éppen korbekeriti. A Polsby—Popper-teszt [13]
a korzet teriiletét a keriiletével azonos Kkeriileti kor teriiletéhez viszonyitja. A
Schwartzberg-teszt [17] a korzet hatdrvonaldnak hosszat a korzet teriiletével azo-
nos teriileti kor keriiletéhez viszonyitja. Tovabbi mutatok is léteznek, amelyek
kétségteleniil hasznosak, azonban ezek koziil egy olyan sincs, amit legjobbnak vagy
minden szempontbdl jonak lehetne tartani.

Alapvetéen a képfeldolgozasban hasznalt momentumokat alkalmazzuk az ob-
jektumok formajanak leirdsara jelen dolgozatunkban. Ismeretes, hogy a kiilonb6z6
rendi momentumokbdl olyan mennyiségek szarmaztathatok, amelyek — azonkiviil,
hogy hasznos informéciét nytdjtanak az objektumok alakjardl — invariansak az elto-
lasra, nagyitasra és forgatdsra. A képmomentumok rendszere ilyenforman alkalmas
a vélasztokeriiletek alakjanak leirdsara. Munkankat jelentésen inspiraltdk Zunic,
Hirota és Rosin [20], [11], [19] dolgozatai, akik bevezették a korszeriiség momentum
alapti mértékét.

Ebben a cikkben a valasztdkeriiletek forméjanak leirasara javasoljuk az dltaluk
bevezetett momentum alapi alakmutatét. A legelterjedtebb korszeriiségi muta-
tokhoz képest, amelyek a korzet teriiletét és keriiletét is figyelembe veszik, az 1j
mutatd jobban miikédik abban az esetben, amikor a vizsgalt vélasztokeriilet olyan
csipkézett hatarral rendelkezik, amely a keriilet nagy névekedéséhez vezet.

Dolgozatunkban a korszertiség momentum alapi mértékét alkalmazzuk négy
allam, nevezetesen Arkansas, Iowa, Kansas és Utah kongresszusi valasztékeriile-
teire. Osszehasonlitva a kordbban mar emlitett klasszikus mértékekkel, jelentds
kiilonbségeket figyelhetiink meg a momentum alapi és a hagyomanyos alakmutato
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értékek kozott. Ijgy talaltuk, hogy a momentum alapi mérték hatékony maddja
annak, hogy azonositsuk a szabalytalan alaku valasztasi korzeteket. Az alakmuta-
t6 értékek idobeli valtozasa alapjan lehetdség van a gerrymandering gyanis esetek
észlelésére is. Az ezzel kapcsolatos eredményeket a 4. fejezet tartalmazza.

Mostani tanulmanyunk folytatasat illetéen a kovetkezé kutatasi irdnyt jeloljiik
ki. Az alakkal kapcsolatos vizsgalatoknal figyelembe kell venni a szabdlytalan al-
lamhatarokat. Tovabbi fontos tényez6 a népesség teriiletegységen beliili eloszldsa
is, ami felveti az adatok sulyozdsanak kérdését. Az uigynevezett korrigalt korszerti-
ségi mutaté figyelembe veszi a lakossag teriiletegységen beliili eloszlasat, valamint
az allamhatarokat is. Jelen dolgozat az ehhez sziikséges el6késziileteket tartal-
mazza. Bar az alak jellemzdéinek egyetlen mutatéval torténé egzakt matematikai
leirdsa nem lehetséges, célunk egy olyan mddszer, ill. alakmutatd kidolgozésa,
amely a foldrajzi, valamint a népesség-eloszlasi jellemzoket is figyelembe véve a
lehet6 legpontosabban jellemzi a valasztokeriiletek alakjat.

2. Invarians momentumok

Mivel az 14j korszerfiségi! mutaté meghatdrozdsdhoz a (geometriai) momen-
tumokat fogjuk haszndlni, az aldbbiakban Osszefoglaljuk az ezekkel kapcsolatos
legfontosabb jeloléseket és tényeket. Erdemes megemliteni, hogy a geometriai mo-
mentumokat széles korben hasznaljak a szamitégépes képelemzési és alakfelisme-
rési feladatokban — lasd [1] [5],[20] és (Chapter 12 [11]).

Egy D alakzat (p + ¢)-adrend(i (geometriai) momentumai folytonos esetben:

my (D) = // zPyldxdy
D
(p,g=0,1,2,...).

A valédi képfeldolgozé alkalmazasokban diszkrét adatokkal dolgoznak, ahol a
vizsgalt objektumok pixelekbdl dllnak. Ebben az esetben a geometriai momentu-
mok pontos kiszdmitdsa nem lehetséges, ezért gyakorlatban minden egyes m,, ,(D)
momentumot a diszkrét megfelelGjére cseréliink ki:

Mpq(D) = Z G
(4,5)eDNZ2

ahol Z az egész szamok halmaza.
Egy D alakzat (p + ¢)-adrend{i (képi) momentumai folytonos esetben:

Mpg(D) = / /D 2Pyt f (z,y) dady,

LA szakirodalomban a korszeriiség csak elnevezésbeli egyszertisités, valéjaban korlapszeriiség-
rél van szé.
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diszkrét esetben pedig

mpa(D) =Y iPjUf (i,5)

(i,5)e DNZ2

(p,g=0,1,2,...), ahol f (z,y) a kép viladgossigfiiggvénye. Vildgossdgfiiggvényen
egy olyan nemnegativ, valds értékii fliggvényt értiink, amely szakaszosan folytonos,
kompakt tartéju, és az egyes valtozokban vett improprius integraljai egyenletesen
konvergensek.

A vilagossagfiiggvényt 0 és 1 kozé normalva egy kétdimenzids valdszinliségi
valtozé strlségfiiggvényeként is értelmezhetjitk. Mivel kiillénboz6 rendt momen-
tumokkal a kép vilagossaganak eloszlasat tudjuk jellemezni, igy a képmomentumok
rendszere alkalmas a vélasztdkeriiletek alakjanak leirasara. Teriiletelemzési vizs-
galatok esetén a vilagossagfiiggvénnyel tudjuk megadni a lakossag teriiletegységen
beliili eloszlasat.

Az origonak a silypontba valé eltoldsdval olyan momentumok szamithatok,
amelyek fiiggetlenek a vizsgélt objektum helyétél.

Egy D alakzat (p+ ¢)-adrendii centralis (képi) momentumai folytonos esetben:

tp,q(D) = //D (z—7)" (y —9)* f (x,y) dzdy,

diszkrét esetben pedig

tpaD) =Y (=TG- f))

(i,5)eDNZ2

(p,q=0,1,2,...), ahol (Z,7) a kép stlypontja, amely az elsérendii momentumok
normalasaval kaphaté meg;:

mo’l(D)

T = .
mo,0(D)

7=

Centralis momentumok alkalmazasa esetén eltolasra invaridns momentumokat
kapunk.

Néhany momentumnak fizikai jelentés is tulajdonithaté. A nulladrendii mo-
mentum (mg,(D)) példaul a kép dsszintenzitdsat reprezentdlja. A mdsodrendil
centrélis momentumok (u2 o(D) és po2(D)) képviselik a kép vildgossagfiiggvé-
nyének atlag koriili szorasnégyzetét. Ez utdbbiak kiilonosen fontosak lesznek a
vizsgalataink szempontjabdl.

Normalizalt centralis momentumok:

Pop,g(D p+yq
Mp,q (D) = pa(D) y=1+—

[110,0(D)]Y’ 2
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A normalizalt centrdlis momentumok alkalmazasdval Hu és munkatédrsai olyan
mennyiségeket konstrualtak, amelyek invaridnsak a forgatésra, eltolasra és skala-
zésra. Ezek az tigynevezett Hu-féle invaridns momentumok [5]. A mi vizsgélataink
kozéppontjaban az els6 invaridns momentum all, nevezetesen:

$1(D) = 12,0 (D) +n0,2 (D) -

3. Korszeriliségi mutatok

Sokan a politikai gerrymandering megakadalyozdsanak objektiv megelézé esz-
kozének tartjak azt, hogy a korzetek ,kompaktsdga” megfelelé mértékii legyen.
Nem meglep6 tehét, hogy az alakmutatok egy része a kortél, mint idedlis alaktdl
valé eltérés mérésén alapul.

3.1. Megjegyzés. Egy C korszertiségi mutatoval szemben az aldbbi, természetes
elvarasokat tamasztjuk:

a) C(D) € (0,1] barmely D sikbeli alakzatra.

) C(D) =1 pontosan akkor, ha D egy kor.

¢) C(D) invaridns az eltoldsra, forgatdsra és a nagyitdsra;
)

Minden § > 0 esetén létezik olyan D alakzat, amelyre 0 < C(D) < §,
azaz léteznek olyan alakzatok, amelyek korszeriiségi mértéke tetszolegesen
megkozeliti a 0-t.

A szakirodalomban szdmos olyan alakmutatét alkalmaznak, amellyel a régié
korszerlisége mérhet6. A mérési eljardasok alapjan MacEachren [9] a kovetkezd
négy, egymassal némileg atfedésben 1évé kategoéridba osztotta a javasolt mutato-
kat: a teriiletegység keriiletének és teriiletének Gsszehasonlitdsan alapulé mutatok;
a teriiletegységgel kapcsolatba hozhaté koroket és egyéb sikidomokat felhaszndld
mutatok; egy szabdlyos alakkal valé direkt Gsszehasonlitdason alapulé mutatdk; a
teriiletegység alkotéelemeinek eloszldsan alapulé mutaték. A fenti négy kategérian
kiviil més csoportositdsok is lehetségesek, fgy példdul Niemi és munkatdrsai [12]
szintén négy (de a fentiektdl eltérd), mig Frolov [4] nyole {6 csoportot javasolt a
szamitasban részt vevo adatok tipusa alapjan. Dolgozatunkban nem ismertetjiik
az Osszes lehetséges alakmutatét, de réviden bemutatjuk a leggyakrabban haszndl-
takat.

3.1. Klasszikus korszeriiségi mutatdék

A Polsby—Popper-teszt az egyik legelterjedtebb kontur alapu korszerliségi mu-
tatd. A korzet teriiletét a keriiletével azonos keriiletii kor teriiletéhez viszonyitja:

_ A4m-area(D)
Crr(D) = [perimeter(D)]*’ @)
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ahol D egy sikbeli alakzat [13]. Ez az alakmutaté a kontir simasagét is tiikrozi.
Konnyti ellendrizni, hogy (1) teljesiti a korszertiségi mutatéval szembeni 3.1. kri-
tériumokat.

Az egyik legismertebb teriilet alapu alakelemzési médszer a Reock-teszt, amely
a korzet teriiletének és a koré irhaté legkisebb kor teriiletének hanyadosaként adja
meg egy alakzat korszertiségi mértékét:

area(D)
Cr(D) = area(C)’

ahol D egy sikbeli alakzat, C' a legkisebb olyan kor, amely a korzetet éppen kor-
bekeriti [15].

A korszerliség meghatarozdsara az alak meghatarozasanak egyik altalanos meg-
kozelitése is alkalmazhaté. Az egyik ilyen megkozelités a Lee és Salle dltal bemu-
tatott index. Az index kiszamitdsdhoz el6szor egymasra helyezziik a D alakzatot
és az R szabvanyos egységet (referenciatartomdny) gy, hogy a kozos rész teriilete
maximélis legyen. Ezek utdn a Lee—Sallee-indexet a kovetkez6képpen hatarozhat-
juk meg [7]:

(D) = area(DAR)-

area(D U R)
A gyakorlatban kénnyebben kivitelezhetd, ha a két alakzatot gy rendezziik el,
hogy azok silypontja egybeessen. Abban az esetben, amikor az alakzat korsze-
rliségét vizsgaljuk, a referenciataromény egy kor lesz. Példaul illessziink egy C
kort egy D alakzatra, ekkor a D alakzat korszertisége becsiilheté C' és D Gssze-
hasonlitasdval. Tehdat egy egyszert lehet6ség, ha az illesztett C' kor kozéppontja
egybeesik a D alakzat sulypontjaval, és teriilete megegyezik a D teriiletével. Végiil
a korszerliségi mutato:

_area(DAC) _ area(DNC)

area(DUC)  area(DUC)’

Crs(D) =1

ahol D egy sikbeli alakzat, C' a referenciakor. Természetesen vannak mas valtoza-
tai is ennek a megkozelitésnek.

3.2. Invaridns momentum mint korszeriiségi mutatd

A tovébbiakban feltételezziik, hogy minden vizsgdlt alakzat kompakt (topoldgi-
al értelemben). Nyilvdnvald, hogy ez nem korldtozza a képfeldolgozasi feladatokat.
Mivel jelen dolgozatban a vélasztdkeriiletek alakjat vizsgaljuk, amelyben a lakos-
sdg teriiletegységen beliili eloszldsa nem jatszik szerepet, igy a viladgossagfiiggvény
a tovabbiakban indikatorfiiggvénynek tekinthetd.
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3.1. ALLfTAS. Legyen D egy kompakt alakzat a sikon. Ekkor

_ _ p20(D) 4 po2(D) 1

$1(D) = 120 (D) + 102 (D) = 222 [uo,o(D)O]s > 70
_ _ p2,0(D) + pop(D) 1 i}
$1(D) = 1.0 (D) + 102 (D) = “W( D)O]j = 5— <« haD k.

Kovetkezésképpen ¢1(D) pontosan akkor éri el a minimélis értékét, ha D egy
kor. Ez a minimum 1/ (27). Ennek alapjdn az 0j korszertiségi mértéket a kovet-
kezOképpen adhatjuk meg [20] alapjén.

3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy D egy kompakt alakzat a sikon. Ekkor legyen
a C1(D) korszeriiségi mutaté

_ %@ _ 1 [110,0(D)]?
¢1(D) 2w p2o(D) + po2(D)’

ahol a C kor teriilete megegyezik a D teriiletével.

C1(D)

Konnyti ellen6rizni, hogy az igy definidlt korszertiségi mutaté kielégiti a 3.1.
feltételeket. A normalizalt centralis momentumok hasznélatakor skaldzasinvarians
jellemzdket kapunk. Ha a skélazasi faktor A, akkor az 1j centrélis momentumok:

lp.q = NFIE2 g
Specidlisan,
M6,0 =\? " Ho,0-
Kovetkezésképpen,
o = /‘/2,0 _ At H20 0
2,0 — 2 2 — 12,0,
(o0]” [N+ ho0]
;o Mo Mipoe
770,2 - - 2 — 770,27

[kool” - poal

ami igazolja a normalizalt centralis momentumok skédlazasinvarianciajat.
Az a-szoggel torténé forgatas utani masodrendii momentumok kifejezhetdek az
alabbi médon:
py0 = cos” (a) - 2,0 + sin® () - po,2 — sin (2a) - pur1,
po,2 = sin? (@) - pa,o + cos® (a) - o 2 + cos (2a) - a1
Tehat
Ha o+ 1,2 = (sin? (@) + cos? (@) (2,0 + po,2) = 2,0 + o,z
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azaz
P = ¢1.

Mivel a centrédlis momentumok alkalmazasa esetén eltolasra invaridns momen-
tumokat kapunk, a normalizalt centralis momentumok alkalmazasa biztositja az
invarianciat a tetszéleges pont koriili forgatashoz. A bizonyitas részleteit illetéen
1d. [5].

A regionalizaciés problémak sordn gyakran fordul el6, hogy teriileteket kell
egyesiteni vagy épp szétvalasztani. Az optimalis felosztas meghatarozasdhoz sziik-
séglink lehet arra, hogy miként valtozik egy régio korszeriiségi értéke, ha példaul
egy szomszédos tartomanyt hozzicsatolunk. Erre ad véalaszt a kdvetkezo allitas.

3.2. ALLITAS. Legyen Dy és Dy két szomszédos sikbeli alakzat. Jelélie D az
ezek egyesitésével létrejove tj tartomanyt. Ekkor

p2.0(D) + po,2(D) = p2,0(D1) + to,2(D1) + po,0(D2) + o 2(D2)
+df - po,0(D1) 4 d5 - poo(D2),

ahol dy, illetve dy a D1, illetve Dy sulypontjanak a D sulypontjatol valo tavolsaga.

Bizonyitds. Jelolje (T1,7,), illetve (T2,7,) a D1, illetve Dy alakzatok sdlypont-
jat. A D alakzat sulypontjanak koordinatéi:

mo,0(D1) - T1 + mo(D2) - To 7= mo,0(D1) - 7y +mo,0(D2) - Y
mo,0(D1) + mo,0(D2) ’ mo,0(D1) + mo,o(D2)

T =

Tehat
pao0) + waD) = [ [ =P dedy+ [ [ (=9 doay
- //Dl(x—x)2+(y—y)2dxdy+//D2(a:—x)2+(y—y)2da:dy.

A D, tartomany feletti integralra kapjuk, hogy:

//Dl (x—7)°+ (y - 9)° dady
//D (@ =)+ (@ =7 + [0~ 9) + (v~ 7)) dady

_//D ((f1 ff)er@lfy)Q) dzder//Dl ((xff1)2+(yf?1)2) dudy

v2@ - [ [ @-mydety+2-0) [ [ -0 deay
=d} - 1o.0(D1) + p2,o0(D1) + p1o.2(Dy).
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Itt felhasznaltuk a kovetkezO, egyszertien beldthaté azonossagot:

//D1 (x—xl)dxdy://Dl (y —7,) daedy = 0.

Hasonléan kapjuk, hogy
[ [ @+ =9 dody = & - oa(D2) + nao(Da) + o (D),
Dy

ami az allitasunk helyességét igazolja. ad

Analég éllités igaz abban az esetben is, ha geometriai momentumok helyett képi
momentumokat alkalmazunk. Konkrét regionalizdlasi probléménal ez azt jelenti,
hogy figyelembe vessziik a lakossag teriiletegységen beliili eloszlasét.

1. dbra. Példa regionalizaldsi problémara

3.1. Példa. Az alabbi egyszeri példan egy regionalizaldsi problémat szemlél-
tetiink. A célunk most csak annyi, hogy maximalizéljuk a korszeriiségi mutatd
értékének novekedését. Megvizsgaljuk, hogy miként valtozik a korszeriiségi muta-
t6 értéke, amikor egy régiéhoz hozzacsatolunk egy egységet. Az 1. abra két régiét
(D1 és Dy) és harom egységet (E1, Eo és E3) dbrdzol, amelyek még nincsenek hoz-
zarendelve egyetlen régidhoz sem. Tegyiik fel, hogy a Dy és Do régidk a kordbbi
feldolgozési fazisok sordn a jelenlegi dllapotukra néttek. Az 1. tdblazat tartalmaz-
za o 0(.) + p0,2(.), po,o(.) és Cr(.) értékét az emlitett tartoményokra vonatkozdan.
Jelolje d; az aktualis régid silypontjanak az egység hozzidadasaval keletkezo 1j ré-
gié sulypontjatol valo tavolsagat. Tovabba, legyen do az egység stulypontjanak az
egység hozzdadasaval keletkezo 1j régio sulypontjatdl vald tavolsaga. Mivel a Dy
régié és az F3 egység, valamint a Do 1égié és az E7 egység nem szomszédosak, igy
ezeket nem lehet egyesiteni.
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Tehat a kovetkezd lehetséges opcidk johetnek széba:

1. Az E; egységet hozzarendeljitk a D; régichoz.

II. Az E5 egységet hozzarendeljiik a D; régiéhoz.

III. Az Es egységet hozzarendeljiik a Doy régichoz.

1IV. Az Fs5 egységet hozzdrendeljitk a Do régichoz.

| H2,0() + po2(-)  Hoo(.)

Ci(.)

D régié
Dy 1égid
FE1 egység
Fs egység
FE5 egység

1,711
1,948
1,359
0,638
1,869

2,967
3,043
2,761
1,173
3,251

0,819
0,756
0,893
0,343
0,9

1. tabldzat. A régidk és egységek az egyesités elGtt.

Opcié | d; do  p2,0(D)+ po2(D) Ci(D) AC: (D)
I 0,9 0,97 8,071 0,647  —0,172
1. 0,28 0,68 3,124 0,873 0,054
III. 0,26 0,64 3,272 0, 865 0,109
IV. 1,3 1,23 13,878 0,454 —0,302

2. tdblazat. A lehetséges egyesitési opcidk.

Itt D az adott opcié végrehajtdsa utdn létrejove 4j tartomédnyt, AC (D) pedig
az egyesités sordn bekovetkezett korszeriiségiérték-novekedést jeloli. A III. opcié
végrehajtasa soran bekoévetkezett korszeriiségiérték-névekedés 0,109. Most ez a
,legjobb” opcid az Gsszes tobbi lehetéséghez képest. Ha a II. opcid valdsul meg,
akkor a D; korszeriiségi értéke lesz a legmagasabb (0,873), de mivel a korszertiségi
egylitthato értékének legnagyobb novekedését kerestiik ahelyett, hogy a legmaga-
sabb korszerliségi értéket figyelnénk, igy a III. opcié tekinthetd a legjobbnak.

Egy moho algoritmus csak azt nézné, hogy melyik esetben lesz valamely korzet
korszerliségi értéke a legnagyobb. A mi célfiiggvényiink azonban az egyes régick
korszeriiségi egytitthatéjanak osszege. Egy regionalizalasi feladat célja maximali-
zalni adott szamu régid teljes korszeriiségének mértékét. Az altalunk alkalmazott
modszer, amely az alakzat korszertiségét a momentum invaridnsak alapjan sza-
molja, szdmitasi szempontbol hatékony korszerliségi mérést biztosit. A kiilonbozé
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alkalmazasi igényeknek megfeleléen egy regionalizélasi probléma tovabbi korlato-
zasokat is tartalmazhat. Ilyen példdul a fizikai korlat, azaz a régidk hatdrai nem
léphetik at a fobb foldrajzi jellemzOket, példaul egy hegységet. A méretkorlatozas
megkovetelheti, hogy a keletkez6 régidk azonos méretiiek legyenek, vagy barmely
régié nagyobb vagy kisebb legyen, mint egy bizonyos méret. Gyakran meg kell
Orizni a politikai hatdrok hierarchiajat is. Korldtozhatjuk az egyes régidk kor-
szerliségi értékének az ”idedlis” értéktol vald eltérését is. Mar ebbdl is latszik,
hogy egy tartomdny minden igényt kielégit6 felosztasa rendkiviil dsszetett feladat.
Jelen tanulmanyban egyelore néhany kezdeti 1épést tettiink meg. Az ilyen irdny-
ban torténd tovabbi kutatasokat a megkezdett vizsgalatok természetes folytatasi
lehet8ségének tartjuk. A témdval kapcsolatban 1d. még [16], [8].

Elofordulhat, hogy bizonyos helyzetekben szeretnénk megvéltoztatni a pon-
tok pozicigjanak hatasiat a mért alakzat korszerliségére. Példdul szeretnénk, ha
az alakzat sulypontjatdl tavol 1évé pontok nagyobb hatast gyakorolnanak a mért
korszeriiségre, ily modon csokkentve annak mértékét. Vagy forditva, csokkente-
ni szeretnénk a tavoli pontok hatasat. A modositott médszer mindezt leheto-
vé teszi szamunkra azaltal, hogy figyelembe veszi az alak belsejében 1évé pon-
tok relativ pozicidjanak hatdsat a szamitott korszertiségre. Legyen D egy sik-
beli alakzat, amelynek stlypontja egybeesik az origéval. Figyeljiikk meg, hogy
72,0 (D) + 10,2 (D) = (12,0(D) + p10.2(D)) /[110.0(D)]? nem més, mint a D alakzat
pontjainak dtlagos négyzetes tavolsiga a D silypontjatél. Minden (x,y) € D pont
x? 4 y? értékkel jarul hozza a pa (D) + po2(D) értékéhez. Nyilvdnvald, hogy ha
egy (x,y) pont kézelebb van a D kozéppontjihoz, akkor ez a hatds kisebb. Mi-
vel C1(D) ardnyos a (p2,0(D) + po,2(D)) /[1o,0(D)]? hdnyados reciprokdval, igy a
D centrumhoz képest kisebb tavolsaggal rendelkezd pontok nagyobb hatéast gya-
korolnak a D szamitott korszertiségi mértékére. A kovetkezd definicié a Cy (D)
korszerliségi mutaté egy dltaldnositdsat adja meg [20] alapjén.

3.2. Definicio. Legyen D egy kompakt sikbeli alakzat, amelynek stlypontja
egybeesik az origéval, tovabba [ valds szam tgy, hogy —1 < 8, és 8 # 0. A
Cs (D) altalanositott momentum alapti mértéket az alabbi formuldval definidljuk:

[wo.0(D)]P+!
Cs (D) = 7B(B+1) [ fD(IQJrg?)ﬂdwdyv ha 8 >0,
= wfi(ﬁJrl)ff (I2+y2) dwdy
[“O’OE()D)]B+1 , ha g€ (=1,0).

A moédositott mutaté alkalmazasaval lehet6ségiink lesz befolydsolni azt, hogy
a korszeriiségi mérték nagysagara mekkora hatast gyakoroljon a hatarvonal csip-
kézettsége, amely példdul sokkal kisebb Arkansas 2/113-as vélasztokeriileténél,
mint Illinois 4/107-es véalasztdkeriilete esetén (1d. 2. dbra). Kismértékd deformé-
ci6 esetén Cp (D) értéke enyhén csokken, mig nagymértékli deforméci6 esetén ez
a csokkenés sokkal gyorsabb. Az 2. dbran lathaté grafikon jol illusztralja azt is,
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hogy a ,,tokéletes” korhoz képest nagyon eltéré formaja, szabalytalan formék ese-
tében a nagyon nagy [ hasznilata nem ad értelmezhet6 eredményt, mivel a
novekedésével Cg (D) értéke nagyon gyorsan konvergdl a nulldhoz. Az emlitett
konvergencia bizonyitdsat illetéen 1d. [20].

Az 2. dbran lathaté Illinois dllam 4-es valasztékeriilete az egyik leghiresebb
példa gerrymanderingre. A teriiletéhez képest nagy keriilettel rendelkez6 alakzat
sokkal kevésbé korszeril, mint Arkansas 2-es véalasztokeriilete. A Polsby—Popper-
teszt ugyan figyelembe veszi a szabalytalan hatarokat, de ha a hatdrvonal erdsen
csipkézett, akkor nem ad megbizhaté eredményt. Az eltéré formdk megkiilonboz-
tetéséhez kiilonbozd B értékek alkalmazdsa valhat sziikségessé. Az abran lathato,
hogy a nevezetes Lee—Sallee-index, Reock- és Polsby—Popper-teszt értékei mind
a B € [1,3] intervallumba esnek. Osszességében elmondhaté, hogy az altalunk
vizsgélt valasztdkeriiletek esetében 5. fejezet a legjobb vélasztds, ha 5 € [1;3], a
tapasztalataink szerint a mutaténak itt idedlis az érzékenysége az alakzatok csip-
kézettségre.

LSI = 0.647757

osf
0.5H
o4 RT = 0.340950

PPT = 0.250519

! 1 L L
=1 Q 1 2 3 4 £l
Be(-1,0)U(0.5]

1 T T T T

- _f -
03 LSI =0.262018 i
02 '/ -1

RT = 0.081025 -

PPT =0.018755

gl o 1 2
Be¢-1.000(05)

2. dbra. Arkansas 2/113-as és Illinois 4/107-es valasztdkeriiletek altalanositott
momentum alapu mértékének valtozasa kiilonbozé 3 értékek esetén,
osszehasonlitva a nevezetes mutatok értékeivel.
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4. Az Egyesiilt Allamok néhany valasztdkeriiletének vizsgalata az
altalanositott momentum alapti mérték segitségével

Az Amerikai Egyesiilt Allamok 50 tagallamédt Gsszesen 435 vélasztSkeriiletre
osztottak fel, és atlagosan 710 ezer allampolgar tartozik egy keriilethez. Ennek
megfeleléen 435 képvisel6i hely talalhaté az Egyesiilt Allamok Kongresszusanak
képvisel6hazaban, amely kétéves ciklusokban iilésezik. A tizévente lebonyolitott
népszamlalasok adatai alapjan, az egyes allamok valasztokeriileteinek hatérait at-
rajzolhatjak, esetleg Gsszevonhatnak vagy szétbonthatnak valasztokertileteket.

Ebben a tanulményban négy allam vélasztokeriiletét vizsgaltuk a 107., 108. és
113. kongresszus idején érvényes korzethatdrokkal. Ezek az allamok, 1d. 3. abra:
Arkansas (AR), Iowa (IA), Kansas (KS) és Utah (UT), amelyeknek a lakossdga
nagyjabdl harommillio {6, és a vélasztékeriiletek szdma is hasonlé (AR: 4, TA: 5 (4),
KS: 4, UT: 3 (4)). A 107. kongresszus 2001. janudr 3-t6l 2003. janudr 3-ig tartott,
ami utdn, a 108. kongresszusra (2003. janudr 3. — 2005. janudr 3.) médositotték a
vizsgalt dllamok vélasztdkeriileteinek hatdrdt, hasonléan a 113. kongresszus (2013.
janudr 3. —2015. janudr 3.) elStt is jrarajzoltdk ezeket a hatérokat, Iowa esetében
5-1r0] 4-re csokkentve, mig Utah esetében 3-rdl 4-re novelve a szamukat.

Az Egyesiilt Allamok Legfelsébb Birésiga deklaralja 2, hogy a nevezetes korsze-
riiségi mutatdk altal meghatdrozni kivant kompaktsdg (itt annak a mértéke, hogy
egy alakzat pontjai mennyire vannak tévol a kézéppontjatdl), fontos szempont a
valasztokeriiletek torvényes kialakitasanal, amit ezeknek a kiterjedt szakirodalma
is alatamaszt. Mivel a foldrajzi kompaktsag meghatdrozasa nem pontos, ezért is
célszerii t6bb mutaté hasznalata. Sok esetben prima facie sejthetd, ha egy kor-
zet valamilyen politikai manipuldcié eredménye, j6 példa erre a 2. abran lathato
Illinois-beli 4-es vélasztdkeriilet. Ezzel szemben az idedlis valasztdkeriilet alak-
janak meghatérozésa nem konnyfi. Erdemes megjegyezni, hogy egy adott part
szdmara optimdlis vélasztokeriilet-szabdalds is nehéz probléma [3].

A 3.2.-ben definidlt, a tehetetlenségi nyomatékokra épiilé és a képfeldolgozas-
ban is gyakran hasznalt, adltalanositott momentum alapi mértéket még nem hasz-
naltdk valasztokeriileteket alakjanak elemzésére. Az eredmények szemléletes be-
mutatdsat segiti a szerzék altal, Leaflet térinformatikai keretrendszerben készitett
interaktiv térkép [10].

4.1. A mutatdk kiszamitasa

Az eléfeldolgozas sordan a kivalasztott dllamok valasztdkeriileteinek vektorgrafi-
kus térképét sziirkearnyalatos rasztergrafikus képekké alakitottuk a Quantum GIS
alkalmazds segitségével. fgy az egyes teriileteket a pixelek intenzitasértékei alap-
jan lehet megkiilonboztetni. A rasztergrafikus képek feldolgozasdhoz MATLAB-ot
és a hozzd tartozd Image Processing Toolbox-ot hasznaltuk. Példaul a 4a. képen
lathato fehér teriilet a vizsgélt valasztdkertilet, a fekete az adott allam tobbi része,

2Act of Jan. 16, 1901, ch. 93, 31 Stat. 733.
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3. dbra. Arkansas, Iowa, Kansas és Utah valasztokeriiletei a 113. kongresszus
idején érvényes korzethatarokkal.

végiil a sziirke a szomszédos allam teriilete. A 4b. képen pedig egy referenciaalak-
zat talalhatd, aminek a meghatarozasdhoz sziikségiink van a vizsgalt valasztoke-
riilet sulypontjanak koordindtaira. Ezek a koordinatdk a centrdlis momentumok
segitségével konnyen meghatarozhatok, 1d. 2. fejezet. Tanulmanyunkban a kor a
referenciaalakzat, ezért a silypontbdl, egy sugar mentén kiindulva addig noveliink
egy korlapot, amig ennek teriilete el nem éri a vizsgalt valasztokeriilet teriiletét.
Ezutdn a Hu-féle invaridns momentumok mér konnyen kiszamithatdk, amik segit-
ségével addédik az altalanositott momentum alapd mérték. A nevezetes mutatok
kiszamitasahoz csupan az alakzatok teriiletére és keriiletére volt sziikség.

A probléma altalanositasanal, megfelel6 adatok birtokaban, a pixelek intenzité-
sat feleltethetjiik majd meg a népesség eloszlasdnak, és megvizsgalunk olyan Ossze-
tettebb referenciaalakzatot is, ami figyelembe veszi az allamhatarokat és egyéb
foldrajzi jellemzdket.

(a) Az algoritmus bemenete (b) A referenciaalakzat

4. dbra. Az AR01/108 vélasztokeriilet.
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4.2. Eredmények

4.2.1. Az altaldnositott momentum alapi mérték valtozasa a
paraméter fiiggvényében

Tanulmanyunkban a 3.2. definiciéban lefrt altaldnositott momentum alaptd
mértékkel vizsgdltuk a valasztokeriiletek alakjat. Ennek a mutaténak fontos tulaj-
donsaga, hogy invaridns az eltoldsra, forgatdsra, skalazasra és figyelembe veszi az
alakzat keriiletét, s6t a csipkézettségre valé érzékenység bedllithaté a § paraméter
segitségével, 1d. 2. abra. Tovédbbi elonye a gyors kiszamolhatosaga, szemben maés
keriilet alapi mutatékkal. Vizsgédlataink soran, harom nevezetes mutatd értékét
is meghatéroztuk a kivélasztott dllamok vélasztékeriiletein. A Polsby—Popper-
tesztet, a Reock-tesztet és a Lee—Sallee-indexet 6sszehasonlitottuk az dltaldnositott
momentum alapi mértékkel a g = —0, 5; 1; 2; 8 értékekre.

Ahogyan az 5. fejezetben taldlhaté tablazatokban és az interaktiv térképen is
lathatd, a 8 = —0,5 paraméterrel a mutato tilsdgosan érzéketlen a csipkézettség-
re, mig S = 8 esetén nagyon érzékennyé vélik. Példaul az 5. abran lathaté két
valasztokeriilet és a tablazatban talalhato értékek azt mutatjak, hogy az altalano-
sitott momentum alapi mérték hogyan fligg B-t6l. Megfigyelhet6 az is, hogy az
5a. abran lathat6 alakzaton a mutaté értéke valamivel érzékenyebben valtozik a 5
novelésével, mint az 5b.-ben taldlhatén, mivel ennek hatara kevésbé csipkézett.

A vizsgédlataink alapjan, az &dltaldnositott momentum alapi mértéket 1 és 3
kozotti B értékkel célszerti hasznalni a véalasztokeriiletek alakjdnak elemzésére.

B | C5(AR02/107) Cp(KS04/107)

0,5 0,9235 0,9226
1 0,6401 0,6550
2 0,3013 0,3321
8 0,0008 0,0014

(a) Az AR02/113 vélasztdkeriilet (b) A KS04/107 véalasztdkeriilet

5. abra. Két valasztékeriilet korszertiségének dsszehasonlitisa.
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4.2.2. Az altalanositott momentum alapi mérték valtozasa a
valasztdékeriilet hataranak atrajzolasai utan

Az idészakok kozotti valtozas vizsgalatdhoz érdemes az dllamok valasztokerii-
leteinek atlagdt nézni a kiilonbozé mértékek szerint. A 4.2.1. alfejezettel 6sszhang-
ban, az altaldnositott momentum alapi mértéknél a § = 2 paraméteri mértéket
érdemes vizsgalni. Az 5. fejezetben taldlhaté eredmények alapjan, altaldnossag-
ban elmondhatd, hogy Arkansas és Utah esetében az Gsszes mutaté szerint a 113.
idészaki értékek a legrosszabbak. Az dltaldanositott momentum alapi mérték sze-
rint Kansas és Iowa allamoknal is ez az idoszak a legkedvezétlenebb. Iowaban
és Utahban pedig egyértelmiien a 107. id6szak volt a legjobb. Kansas esetében,
a kis valtoztatasok miatt, a kiilonb6z6 mértétek szerint nagyon eltéré sorrendek
alakulnak ki az id6szakok kozott.

A 6. abrdn ldthaté Arkansas allam 3. valasztokeriilete a 107., 108. és 113.
kongresszus idején érvényes korzethatarokkal. Megfigyelhetd, hogy a 107. és a
108. kozott javult, majd a 113. iddszakra jelentGsen romlott a valasztdkeriilet
korszerlisége, és szemmel is lathatd, hogy az utolsé idoszaki hatarmoédositas gyanut
adhat gerrymanderingre.

B | Cs(AR03/107) C3(AR03/108) Cs(AR03/113)

0,5 0,9404 0,9509 0,5324
1 0,6977 0,7931 0,4008
2 0,3648 0,5351 0,1618
8 0,0012 0,0120 0,0003

(a) AR03/107 (b) AR03/108 (c) AR03/113

6. dbra. Az AR03/03 vélasztdkeriilet a 107., 108. és 113. kongresszus idején
érvényes hatarokkal.

5. Melléklet
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Vélasztokeriiletek | 8 | C5 107 C5108 Cp113 | LS1107 LSI 108 LSI 113 | RT 107 RT 108 RT 113 | PPT 107 PPT 108 PPT 113
205 | 00437 08572 08652
L. 10O 10,7900 05281 05025 | ees0 05103 04616 | 03882  0,2024 02330 | 0,401 02619  0,2725
200 | 05271 0,188 0,185
800 | 0,0060 00000  0,0001
205 | 08945 09281 09189
.
2. 1,00 10,5035 07712 06594 | yeay a0 05410 | 0,208 04806 03716 | 02547 0,3493 0,4024
2,00 | 01700 05335  0,3493
800 | 0,0000 00193 00027
05 | 08810 09266 0,0380
541 5 50¢
3. 100 10,5438 06827 06990 | oo o5sea 05797 | 02544 03404 02983 | 03023 03218 0,3649
200 | 02240 03802  0,3836
800 | 00001 00024  0,0010
205 | 00477 09199 00354
4. 100 10,7582 0,6100 07090 | oo 0 raga 06186 | 04280 02179 03108 | 04680 02844 0,2379
200 | 04825 02497  0,3930
800 | 0,009 00000  0,0012
05 | 00454 08387
5.0 1,00 10,7285 0,4792 06540 0,4269 02725 02378 0,3231 0,3027
200 | 03986 01728
8,00 | 0,0007  0,0001
205 | 00167 09080 00144
R y 5
Atlag 1,00 10,6489 06480 06425 | peq) gsars 5502 | 03103 02959 0,3034 | 03503 03040 0,3195
2,00 | 03509 03380  0,3279
800 | 00040 00054  0,0013

2013 6ta ebben

az allamban mar csak 4 véalasztokeriilet van.

4. tablazat. Iowa
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Vialasztdékeriiletek 7 \Q 7 Qu 107 QE 108 Qu 113 | LSI 107 LSI 108 LSI 113 | RT 107 RT 108 RT 113 | PPT 107 PPT 108 PPT 113
205 | 00191 09460  0,7561

L. 100 10,6290 07789 03481 | 500 6g33 02018 | 03386 02803 02164 | 03196 03550  0,2665
200 | 03124 04952  0,1002
800 | 00013 00009  0,0000
205 | 09703 09070 00500
, 3 15

2. 10O | 08774 06774 07945 | Juny 05350 06470 | 04823 0,3989 04708 | 0,3471 03023 0,3375
200 | 0,698 04025 05576
800 | 00502 00074 0,028
205 | 08964 09043 08495

3. 1,001 0805206489 05624 | 7001 5681 05058 | 05134 03109 0258 | 0,3335 0,3034 0,1936
2,00 | 05866 03369  0,2477
800 | 00207 00010  0,0002
05 0,8350

4.0 1,00 0,5758 0,4898 0,3131 0,2200
2,00 0,2757
8,00 0,0006
205 | 09286 09191 08477

Atlag LOO | 07705 07017 05702 | i1 5054 04836 | 04448 03300 03147 | 03334 03202 02544
200 | 05326 04115  0,2053
800 | 00271 00031  0,0062

6. tablazat. Utah

2013 6ta ebben

az allamban mar 4 véalasztdkeriilet van.
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Ko6szonetnyilvanitas

Koszonjiikk Tasnddi Attildnak a téma felvetését és a szakmai segitséget! A

dolgozat elkészitéséhez anyagi tamogatast nyujtott az OTKA K-112975 palyézat.
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USING HU MOMENT INVARIANTS FOR ANALYZING SHAPE OF
CONGRESSIONAL DISTRICTS

BALAZS NAGY, SZILVIA SZAKAL
Shape analysis has a special importance in the detection of manipulated redistricting, i.e.
gerrymandering. A novel circularity measure based on Hu moment invariants is proposed, whose
sensitivity to lacerated borders is adjustable. This paper also examines the shape of Arkansas,
Towa, Kansas, and Utah after redistricting through multiple US Congresses. Our aim is to create

a practical method that can efficiently identify gerrymandering.

Keywords: redistricting, gerrymandering, circularity measure, US congressional districts

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



