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NAVIGACIO HALOZATOKBAN BOLYAI JANOS GEOMETRIAJA
SEGITSEGEVEL

BIRO JOZSEF, GULYAS ANDRAS, RETVARI GABOR, KOROSI ATTILA,
HESZBERGER ZALAN, MAJDAN ANDRAS

Ebben a tanulmanyban roviden 6sszefoglaljuk a Bolyai Janos Matemati-
ka Térsulat 2016. évi Alkalmazott Matematikai Konferencidjan elhangzott
el6adas lényegét, amely a kiilonb6z6 komplex halézatokban tortén6 naviga-
ciérdl szolt. Jelen cikkben kiemelt figyelmet forditunk az tn. skélafiiggetlen
hélézatokra, amelyekhez sok szempontbdl Bolyai Janos hiperbolikus geomet-
ridja jobban illeszkedik, mint az euklideszi tér. Roviden megmutatjuk, hogy
a hiperbolikus geometria segitségével hogyan lehet meghatarozni azokat a
minimalisztikus (adott csomdépontok esetén a lehetd legkevesebb élt tartal-
mazd) hélézatokat, amelyek maximélis mértékben navigdlhatéak. Arrdl is
értekeziink, hogy ezek a navigaciés vazak strukturalisan hasonldéak szamos
valés hal6zathoz és nagy mértékben benne is vannak azokban.

1. Bevezetés

A hélézattudomany paradigméja, hogy a benniinket koriilvevé legkiilonfélébb
technolégiai és természetben el6forduldé hélézatok (pl. internet, legijaratok héls-
zata, szavak szomszédossagi hdlézata, emberi agy strukturdlis hélézata) egységes
keretrendszerben vizsgalhatok, felfedhetok a legkiilonbozobb topolégidji haldza-
tok kozos vondsai, meghatarozhatok a halézati funkcidk szempontjabol lényeges
tulajdonsagaik.

A valdsigban el6fordulé hélézatokban a navigacié alapvet6 fontossagu funk-
cié. Technoldgiai halézatokban ez altalaban azt jelenti, hogy a haldzat strukturdja
alapjan meg kell hatarozni azokat az ttvonalakat, amelyek mentén a csomépontok
kozott gazdasdgosan és hatékonyan lehet az informéciot, utasokat, drut tovabbi-
tani. Kozosségi/ismeretségi hélézatokban a navigdcié kapcsén gondolhatunk pl.
arra, hogy nem trivialis feladat utvonalat talalni ismeretségi kapcsolatokon keresz-
tiil egy szdmunkra ismeretlen emberhez. Bioldgiai halézatokban is megfigyelhetok
olyan jel-, energia- vagy informéaciétovabbitasi folyamatok, amelyek hal6zatszintii
navigaciés koordinaciéra utalnak. Vannak olyan halézatok is, amelyekrdl intuitive
érezziik, hogy valamilyen médon navigalhatdk, de nagyon nehéz (vagy kozvetleniil
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nem is lehetséges) tetten érni ezt a funkciét. Ilyen pl. a szavak szomszédossigi
hélézata, amely a fejiinkben 1évé mentalis lexikon egyfajta lenyomatanak is tekint-
het6. Amikor pl. beszéliink, agyunk a mentélis lexikonban navigdl, és ez rendkiviil
gyors, azonban a szavak hélézatdn ezt a navigaciot kozvetleniil nem tudjuk meg-
figyelni.

A hélézattudomanyban az in. mohé navigécié népszerti és sokat vizsgalt funk-
cié. A népszeriliség oka valésziniileg az, hogy rendkiviil egyszerii, a halézati cso-
moépontokrdl feltételezi, hogy nem ismerik a teljes topoldgiat, csak a veliik kozvet-
len Gsszekottetésben 1évékrol tudnak valamit. Stanley Milgram 1967-es kisvilag
kisérletében demonstralta, hogy emberek kozotti ismeretségi halézatban hatéko-
nyan terjesztheté informacié, amely a haldézat kisvildg tulajdonsaganak és a moho
navigdciénak tulajdonithaté. A mohd navigacié réviden dgy jellemezhet6, hogy a
hélézatban minden csomépont az informéciét annak a szomszadjanak adja tovabb,
aki a célhoz a ,legkozelebbinek” tlinik. A modellezés szintjén ez implicite feltételezi
egy rejtett metrikus tér jelenlétét, és az ezen torténd tavolsagszamitas alkalmaza-
sat. El6szor Jon Kleinberg mutatta meg egy egyszerii, hosszi kapcsolatokat is
tartalmazoé euklideszi rdcsmodellen, hogy a csomépontok a koordinatak alapjan
torténd mohd navigacié segitségével hatékonyan taldlnak révid utvonalakat mas
csomépontokhoz [4].

2. Moh6 navigacié halézatokban

A moho navigacié kapcsan fontos grafelméleti kérdés, hogy egy véges dsszeko-
tott iranyitatlan graf bedgyazhato-e valamilyen metrikus térbe oly mddon, hogy
barmely két pontja kozott legyen mohd itvonal. A valasz megadéasa elott defini-
aljuk a mohé beagyazhatdsag fogalmat.

2.1. Definicio. Mohé beagyazas: Egy G irdnyitatlan graf mohd bedgyazasa
egy metrikus (X, d) térbe jelentse azt az f : V(G) — X leképezést, amely ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsiggal: minden kiilonboz6 s,t € V(G) csticspérhoz
létezik egy s-sel szomszédos u csucs, amelyre d(f(u), f(t)) < d(f(s), f(t))-

Ez azt jelenti, hogy ha egy graf mohon beagyazhato, akkor barmely két forras-cél
csucspar kozott létezik olyan ttvonal, amelyen a forrdasbdl indulva és végigha-
ladva, minden lépésben kozelebb keriiliink a célhoz. Szamos eredmény sziiletett
arra vonatkozéan, hogy adott tulajdonsagu gréafokat milyen metrikus térbe lehet
mohén bedgyazni. Egy jelentOs negativ eredmény, hogy minden véges dimenzids
normalizélt vektortérhez talalhatdk olyan grafok, amelyek abba mohé médon nem
agyazhatoak be. Specidlis esetként ez pl. azt jelenti, hogy szamos graf az euklideszi
sitkba nem agyazhaté be.

A fentiek fényében taldn meglepOnek tlinhet a kovetkezé tétel:

2.1. TETEL. ([5]) Minden 6sszekdtstt véges graf mohdn bedgyazhatd a hiper-
bolikus sikba.
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Ez gy interpretalhatd, hogy minden grafhoz taldlhatok kétdimenzids hiperbolikus
koordinatak, amelyekkel a csomépontokat felcimkézve a grafban a mohé ttvonal-
vélasztas megvaldsithaté. E nagyon altaldnos eredmény hatranyaként mindenkép-
pen meg kell emliteni, hogy a tétel nem mond semmit az Gtvonalak hosszardl (két
csomépont kozotti mohd dtvonal hdny lépést tartalmaz), a csomépontok és az
élek ttvonalterhelésérdl (hdny mohd ttvonal halad rajtuk keresztiil). Egy adott
hélézatban a kialakitandé titvonalvalasztas szempontjabdl ezek fontos miiszaki jel-
lemzdk.

A fenti eredmények és az a tény, hogy a valésdgban el6fordulé halézatok nem
akdrmilyenek, motivéltdk a koévetkezd (a mohd bedgyazds szempontjabdl dudlis-
nak tekinthetd) problémakor felvetését. Tekintsiik a hiperbolikus sikon a leheté
legegyszeriibb és legkevesebb paramétert hasznédlé halézatgeneralé modszereket és
az altaluk eldallitott halézatokat. Ezek a halézatok vajon rendelkeznek-e a mo-
hoé navigalahtésdg tulajdonsédgaval. Milyen egyéb tulajdonsdgokkal rendelkeznek,
hasonlitanak-e pl. a valésdgban el6fordulé hélézatokhoz?

Egy ilyen nagyon egyszer(i hiperbolikus generativ modell a kévetkez6 [6]: Egy
R sugart hiperbolikus korlapon helyezziink el egyenletesen véletlenszertien N pon-
tot, majd minden pontot kossiink Ossze a nala R-nél nem tavolabbi pontokkal. Az
igy kialakult hal6zatokrél megmutathatd, hogy szamos valdés hélézathoz hasonld-
an fokszameloszlasuk skalafiiggetlen, kisvildg tulajdonsiguak és klaszterezettségiik
pedig magas. Az is kimutathaté, hogy az igy generalt halézatok szinte 100%-os
mértékben mohoén navigdlhatéak (azaz barmely két csomépont kozott 1étezik mo-
hé tutvonal). Kiilon érdekes megfigyelés, hogy a mohé utvonalak rovidek és a
hiperbolikus sikon kozel vannak a geodetikus vonalakhoz. Ezek az eredmények
szamos tovabbi, a hiperbolikus geometria és a komplex hélézatok mélyebb meg-
értését célzd kutatast inspiraltak. Talan az egyik legjelentosebb miiszaki kutatasi
irdnyvonal annak vizsgdlata, hogy az internet AS (autonomous System) szintii
utvonalvalaszté rendszerének teljes cseréje milyen feltételekkel és hatékonysaggal
lenne lehetséges [2]. Erre vonatkozdan kisérleti rendszer épitése is folyamatban
van [9].

3. Mohoé navigaciés vazhalézatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hélézatok mohoé navigacidja terén elért sajat
eredményeinket. A korabbi fejezetben ismertetett generativ modell alapjan tugy
tlinik, hogy a hasonlé tulajdonsagu valés halézatok beagyazhaték a hiperbolikus
sikba oly médon, mintha egy bizonyos paraméterii generativ hiperbolikus vélet-
len modell megvaldsulasai lennének. Az irodalombdl ismertek ilyen beagyazasi
algoritmusok, ezek leirasatél most eltekintiink, csak annyit jegyziink meg, hogy a
bedgyazdsok alapja lehet pl. a Markov-lanc Monte-Carlo-médszer [7]. A bedgya-
zas eredményei a valds halézat csomdépontjaihoz rendelt kétdimenzids hiperbolikus
koordinatak.
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Mind a beagyazott halézatok, mind pedig a generativ modellek esetén felvet-
hetd a kovetkezd kérdés: Csupdn a csomdpontok koordindtai alapjan (egy pilla-
natra elfelejtve a csomépontok kozotti éleket) meghatdrozhaté-e az a minimaélis
szadmu élt tartalmazdé halézat, amely 100%-os mértékben mohd navigilhaté. Egy
ilyen maximalisan navigalhaté minimalisztikus vazhal6zat 1étezése fontos szerepet
kaphat a navigalhaté halézatokban, amelyrdl egy kicsit kés6bb részletesebben is
értekeziink. A kovetkezékben bemutatunk egy nagyon egyszerii, barmely metrikus
térben miikod6 halézatformald navigdcids jatékot, amelynek egy Nash egyensilya
a hiperbolikus sik esetén éppen a fent keresett navigaciés vazhaldzat.

3.1. Definicio. Halézatformalé navigacids jaték:

Stratégiak. A stratégidk tere egy u € P jatékos szamara, amely szerint més
jétékosokhoz éleket hiiz a halézatban, legyen S, = 2P\M“}. Legyen s egy vektor
ebben a térben: s = (sg,81...5ny-1) € (S0, 51...58-1), és G(s) legyen az a graf,
amelyet s generdl, azaz G(s) = Uf\gol(z X 8;).

Kiadas. A jatékosok célja minimalizalni a kiaddsaikat, azaz

Cu = Z das)(u,v) + [sul, uw,v € P,
Yu#v

ahol
0, ha3 v — v mohé tdtvonal G(s)-ben,

da(s)(u,v) = {

00 egyébként.

A fenti hilézatformélé navigicios jaték Nash-egyensilyair6l megmutathatd, hogy
egyben szocialis optimumot is biztositanak, igy meghatarozasuk visszavezethetd
egy minimélis halmazlefedési probléméra [3]. Mivel tobb Nash-egyensily is van,
vizsgalatainkban mindig azt az egyensilyi halézatot hataroztuk meg, amely az
élek hosszdnak Osszegét is minimalizalja. Ez teljesen Gsszhangban van az Gn. él-
lokalitds elvvel [8] [4] [1], amely sokszor a valés hélézatokban megfigyelheté magas
klaszterezettség egyik kivalté oka lehet.

A hiperbolikus sik esetén a fenti jaték Nash-egyensilyi hal6zatardl szamos ér-
dekes és fontos tulajdonsagot bizonyitottunk analitikusan, amelyeket nagy szamu
numerikus vizsgdlat eredményei is aldtdmasztottak [3]. Megmutattuk, hogy min-
den Nash-egyenstlyi halozat tartalmaz egy bizonyos halézati topoldgiat, és benne
van egy masik bizonyos héldézati topolégiaban. Ennek fontos kovetkezménye pl. az,
hogy a Nash-egyensiilyi halézat atlagos fokszama 1 és 4 kozott van, a numerikus
vizsgalatok alapjan az &atlagos fokszam 2,29. Bebizonyitottuk, hogy az egyen-
silyi hélézat fokszameloszlasa jé kozelitéssel hatvanyfiiggvény, klaszterezettségi
egyiitthatdja pedig 0,447 koriili érték, azaz ezekben a strukturalis jellemzokben is
hasonlitanak a valdsagban megfigyelheté halézatokhoz.

Megvizsgaltuk azt a kérdést is, hogy a hiperbolikus sikba bedgyazott valds halo-
zatok esetén a csak a koordinatak alapjan generalt Nash-egyensiilyi hdlézat milyen
mértékben van benne az eredeti valos halézatban. A vizsgalt halézatok az USA
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Internet | Metabolikus | Szavak | Repterek
Csomépontok 4919 602 4065 283
Elek 28361 2498 38631 1973
Nash egyensiilyi vazhal6 élek 5490 743 4634 328
Tartalmazas 83% 87% 71,5% 84%
Navigacids sikerességi ardny 87% 85% 81% 89%

1. tablazat

légiforgalmi halézata, az internet AS szint{i topolégidja, egy metabolikus héldzat
és a szavak egy bizonyos szomszédossagi hdlézata voltak. Az 1. tabldzat mutatja a
csomépontok és élek szama mellett a tartalmazést, amely azt jelenti, hogy a Nash-
egyensulyi halézat élei koziil hany szazalék van benne az eredeti halézatban is. A
navigacié sikerességi aranya azt jelenti, hogy az eredeti halézatban a bedgyazas
utdn a csomopontparok hany szazaléka kozott 1étezik mohd dtvonal. Megfigyel-
het6, hogy a Nash-egyensulyi halézatok nagy mértékben benne vannak a valds
héalézatokban, amely 6sszhangban van a magas navigacids sikerességi ardnnyal is.
Randomizalt nullmodellek segitségével azt is igazoltuk, hogy a magas tartalmazasi
arany nem lehet a véletlen mive.

1. dbra. Az internet AS topoldgia élei (halvdnykék), a Nash-egyenstlyi hdlézat
élei (a pirosak részei az eredeti internet topoldgidnak, a zoldek nem).

Ko6szonetnyilvanitas

A cikkben szerepl6 kutatasok az OTKA FK_17 123957., KH_18 129589., K_17
124171. palyazatok tamogatasdval valdsultak meg. Heszberger Zalant az MTA
Bolyai Jénos Kutatasi Osztondij, valamint az UNKP-19-4 Uj Nemzeti Kivéldsag
Program keretében az Emberi Er6forrasok Minisztériuma tdmogatta. A tdmoga-
tasokért a szerzok koszonetiiket fejezik ki.
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NAVIGATION IN NETWORKS BY THE BOLYAI-LOBACHEVSKY
HYPERBOLIC GEOMETRY

JOzSEF BfRO, ANDRAS GULYAS, GABOR RETVARI, ATTILA KOROSI,
ZALAN HESZBERGER, ANDRAS MAJDAN

In this paper we briefly overview greedy navigation issues in networks. We argue that in case
of scale-free and small-world networks with high clustering the Bolyai-Lobachevsky hyperbolic
geometry is suitable for greedy geometric navigation. We also highlight that Nash equilibrium
networks that have the smallest possible number of links required to maintain 100% navigability,
form skeletons of real networks and share with them their basic structural properties.

Keywords: navigation, complex networks, Bolyai-Lobachevsky hyperbolic geometry.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



	Bevezetés
	Mohó navigáció hálózatokban
	Mohó navigációs vázhálózatok

