Alkalmazott Matematikai Lapok 36 (2019), 279-286.
DOI 10.37070/AML.2019.36.2.12

A CSOMAGTOVABBITAS SKALAZHATOSAGA:
KORLATOK ES OPTIMUMOK

KOROSI ATTILA, RETVARI GABOR

A szdmitégépes halézatok egyik legalapvetébb feladata az informaécio-
tovabbitas, ennek egy mddja, amikor az utvonal mentén a koztes csoméd-
pontok dontik el 1épésrél 1épésre, hogy merre tovabbitsak a csomagot. Eppen
ezért egy elemi probléma, hogy ennek a megvaldsitasahoz mennyi informa-
ciét kell eltarolni a halézatban. Szdmos eredmény sziiletett mar a témaban,
azonban azok jellemzden azt vizsgaltak, hogy legrosszabb esetben miniméli-
san hény bitet kell eltarolni. Ebben a cikkben azonban egy 1j megkozelités
révén ehelyett azt vizsgaljuk, hogy kiilénb6z6 konkrét hélézatokban mennyi
informaécié sziikséges. Mind analitikus, mind szimuldcids vizsgdlataink soran
azt tapasztaltuk, hogy a gyakorlatban elterjedt hélézatokban jellemzden 1é-
nyegesen alacsonyabb a sziikséges informaciémennyiség, mint a legrosszabb
esetben.

1. Bevezetés

Napjainkban a szamitogépes hélézat fogalma mar nem jelent egyet az internet-
tel, szdmos mas formaban is talalkozhatunk veliik, ilyenek példaul adatkézpontok
is. Barmilyen forméajaval talalkozunk, mindenhol els6 szamu feladata az informé-
ci6 tovabbitasa. Ennek két legegyszerlibb mddja a forrdsalapu csomagtovabbités,
mikor a csomag feladdja el6re eldonti a csomag utvonaldt, azt belekédolja a cso-
magba, és a halézatban a tobbi pont az ttvonal mentén csak egyszeriien kiolvassa,
hogy merre kell tovabbitania. Illetve a koztes pontok alapjan torténé csomagto-
vabbitas, mely esetben a feladd a csomagba csupan a forrds és a cél csomodpont
azonositéjat irja a csomagra, és ezen informécié alapjan a koztes pontok maguk
dontik el, merre tovabbitjdk a csomagot.

Mindkét moédszernek megvan az elénye és a hatranya. A forrasalapu
tovabbitasnal a feladénak ismernie kell a teljes hdldzati topoldgiat, a koztes pon-
toknak azonban nem sziikséges semmilyen szamitast végezniiik, mindent a feladé
intéz. Ezzel szemben a koztes pont alapi megoldasnal a feladat terhe és az infor-
macidtarolas is megoszlik a halézatban, viszont figyelni kell arra, nehogy végtelen
ciklusba keriiljén egy csomag.
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Az internet az utébbi mechanizmussal miikodik, és ebben a munkaban a
tovdbbiakban mi is csak ezzel fogunk foglalkozni. Attdl fiiggden, hogy milyen
metrika szerint optimalizaljuk az tUtvonalainkat, a koztes pontoknak a soron ko-
vetkezd pont megvalasztiasahoz esetleg elég csak a céldllomast figyelembe venni,
vagy a forrassal is kalkuldlnia kell. Példdul ha a legrévidebb utat keressiik, akkor a
forrastol teljesen fliggetlen a tovabbi ttvonal, azonban ha a legszélesebb utvonalat
keressiik, akkor az dtvonal multja is szempont lehet, konkrétan ha a legrévidebb
legszélesebb utvonalon szeretnénk haladni, akkor szamit a forrds is.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért legrovidebb utvonalakat fogunk ke-
resni, igy elég lesz a dontést a forrastdl fiiggetleniil, a cél csomépont fiiggvényében
meghozni. Ez a modelliinkben azt jelenti, hogy minden csomépontnak le kell ta-
rolnia egy n hosszi t6mbot, ahol az i-edik elem az i-edik csomdépont irdnyaba adja
a kovetkezo6 1épést. Ez a tomb felfoghat6 egy n karakterbdl allé szovegnek is, ahol
a karakterek a lehetséges kovetkezo 1épések, szomszédok. Ezt a szoveget kell tomo-
riteniink, ha minimalizalni szeretnénk a csomagtovabbitashoz sziikségesen letérolt
informaéciot.

Természetesen, mar sokan vizsgaltak hasonl6 kérdéseket, a ,,compact routing”
teriilet kimondottan azzal foglalkozik, hogy alsé-fels6 korlatokat adjon a csomag-
tovébbitdshoz sziikséges informécié mennyiségérél. [4]-ben megmutattdk, hogy
adott d-re mindig 1étezik olyan n pontt, legfeljebb d foku graf, hogy Q(n?logd)
informéciot kell a grafban térolni. Ezt természetesen nem kivanjuk megcafolni, de
ugy gondoljuk, hogy a gyakorlatban el6fordulé grafok esetében nem ilyen rossz a
helyzet.

A kovetkezo fejezetben pontosan bemutatjuk a hasznédlt modellt. A 3. fejezet-
ben ismertetiink par elméleti eredményt, mig a 4. fejezetben szimulaciés eredmé-
nyekrol és a tovabbi lehetséges kutatasi iranyokrol ejtiink par szot.

2. Modell

A tovébbiakban a kovetkezé modellben fogunk dolgozni. Adott egy n pontd G
graf, amiben barmely két pont kozott definialjuk az optimadlis itvonalat. Ezekrol
az utakrol feltessziik, hogy minden v pont esetén a v-be mené optimalis utvonalak
unidja G egy feszit6 faja, vagyis a koztes pontok szamara az optimalis utak csak a
céltdl fiiggnek, ilyen példaul a legrovidebb utak rendszere. Ezen tutvonalvalasztd
megvalositasdhoz feltessziik, hogy minden u csomoépontban van egy adatstruktira,
mely minden v csomoépontra megadja, hogy u-nak melyik szomszédja felé kell
tovabbitani, amennyiben v a célpont. Feltehetjiik, hogy a csomdépontokat 1-t6l
n-ig felszdmozzuk, igy a koztes pontokhoz tartozé struktira lehet egy m hosszu
tomb, mely i-dik eleme az ¢ irdnyaba mend Ut kovetkezo pontja.

Ezek utdn ez a tomb felfoghaté egy m hossza szévegnek is, ahol a karakterek
a szomszédokhoz tartozé azonositék, mi pedig azt szeretnénk megallapitani, hogy
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mennyi tarhelyre van szitkksége ezeknek a szovegeknek. A szdvegek taroldsigényé-
nek és tomoritésének irodalma elég béséges, és nagy multra tekinthet vissza. A 6
eredmények viszonylag egyszeriiek és széles korben ismertek.

Amennyiben a szévegre vonatkozé informécionk kimeriil abban, hogy n hosszi
és a karakterek ¥ halmazanak d az elemszama, Ugy értelemszertien nlogd bitre
van szilkség. Amennyiben ismert az egyes karakterek eloszldsa, gy mar tudunk
entrépidra tomoriteni: Ho = ) .y, 7 log n%’ ahol n. darab c karakter van a sz6-
vegben, ez esetben nHy + o(n) bit sziikséges [2]. Amennyiben struktira is van
a szovegben, ugy elképzelhetd, hogy magasabb rendli entrépiara is tomoritheto:
Hy, = quzk > ees i< log 7:‘;, ahol az ng4. azt mondja meg hdnyszor koveti a g-t
c. Itt is és a tovabbiakban log fliggvény alatt a kettes alapu logaritmust értjiik.

3. Analizis
3.1. Teljes graf véletlen élsilyokkal

Ebben a fejezetben azt a modellt vizsgaljuk meg, melyben a halézat egy teljes
graf, azonban a pontok kozotti élek hosszai fiiggetlen azonos exponencialis elosz-
last kovetd valdsziniiségi valtozdk. Mivel folytonos eloszldsiak, ezért azon elemi
események halmaza, melyben van két pont, mik kozott 1étezik tobb legrévidebb
1ut, null mértéki.

3.1. TETEL. Az entrdpia varhaté értéke log e.

Bizonyitds. A nulladrendi entrépia kiszamolasahoz, arra van sziikségiink, hogy
meg tudjuk mondani, melyik szomszédot hany célpont felé hasznalja az adott
pont. Ennek eloszlasa megegyezik a pontbdl kiindulé legrévidebb utak fajaban a
gyokérrdl logo részfik méretének eloszlasival.

3.1. SEGEDTETEL. A legrévidebb utak fdjdnak a gyokérbdl tekintett részfak
méretének eloszlasa megegyezik a kinai étterem asztalméret eloszlasaval.

Bizonyitds. A legrovidebb utak fajat megkaphatjuk Dijkstra algoritmusdnak
segitségével, elindulunk az s pontunkbdl, 6 lesz a fa gyokere, és megkeressiik a
beldle kiindulé legrovidebb élt, ez tartozzon a v; ponthoz. A kovetkezo 1épésben
megkeressiik azt a vs pontot, aki a masodik legkézelebb van s-hez. wvs-t vagy
kozvetlentil s-bdl érjiik el, vagy vi-en keresztiil.

Ennek a keresésnek egy szemléletes médja, ha az élekre véletlen exponencialis
ideji csorgdorakat képzeliink el, melyek csorgési ideje az élek hosszat jelenti. Ennek
megfeleléen, els6 1épésben elinditjuk az érikat az s-bdl kiinduld éleken. Az elsének
megcsorrend él végpontja lesz v1, ebben a pillanatban elinditjuk az 6rdkat a wvi-
b6l kiindulé éleken is, mikozben az s-bél kiindulékon még mindig futnak az érék.
Ekkor nyilvan a kovetkezonek megszdlalé él végpontja lesz vy, és attdl fiiggden,
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hogy s-bol vagy v1-bdl indult az él, oda kotjiik be a faban. Ezt az eljarast folytatva
megkaphatd a legrovidebb utak faja.

Az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagét felhasznalva megtehetem, hogy
amikor az els6 él megcsorren, és elinditom az érakat a v1-bdl kiindulé éleken, akkor
az s-bol kiinduld tobbi élen ujrainditom az ordkat. Ezzel az eloszlasokon nem
valtoztattam, azzal a megkotéssel, hogy nyilvan hozzé kell adnom az élhosszakhoz
az Ujrainditas idopontjat is. Fz azt is jelenti, hogy amennyiben minket csak az
érdekel, hogy melyik pont hova kotédik be a faban, gy azt tapasztaljuk, hogy
ugyanannyi eséllyel fognak megszdlalni az s-b6l kiindulé élekre rakott érak, mint
a v1-bdl kiindulé élekre rakottak.

Tehat az 1j pontok a fa régebbi pontjaihoz egyenletes eloszlassal kotédnek be, a
részfak a méretiikkel ardnyos valészintiséggel boviilnek. Uj részfa akkor keletkezik,
ha az 4j pont s-hez kotddik, ami vy, esetén 1/k valdszintiséggel kovetkezik be. Ez
pedig pontosan a kinai étterem névekedési modellje. a

Az entrépia eloszlasanak kiszamitasahoz sziikség lenne a részfik méretének
eloszlaséara is, mi azonban megelégsziink a varhaté entrépiaval, ahhoz pedig elég a
kiilonb6z6 méret részfak varhaté darabszama.

3.2. SEGEDTETEL. Vérhatdan 1/k darab k méreti részfa lesz.

Ebbdl kénnyen szdmolhaté a varhaté entrépia egy pontban: Ho = ) % log -
ahol n; az i-edik szomszédhoz tartozé részfa mérete. Ez atirhatd a kovetkezo
alakba: Ho = > X(k)£log %, ahol X (k) a k méretii részfak széma. X (k)-rél
viszont mér tudjuk, hogy értéke varhatéan 1/k, ez alapjan Hy vdrhaté értéke is
szamolhato:

n

E. n _ 1 n

~ 1ogn —logn + loge = loge,
hiszen logn! ~ nlogn —nloge. a

Ebbél az is kiszamolhatd, hogy egy pont varhatéan Inn pont felé fog tovab-
bitani, ami varhatéan nloglnn bitet jelentene csomépontonként, ha nem vessziik
figyelembe az eloszlast. Az entrépia segitségével viszont varhatéan nloge kornyé-
kére tomorithetéek a csomdépontokhoz tartozé utvonalvalaszté tombok.

3.2. Szabalyos grafstruktiurdk egységnyi élsilyokkal
Az el6z6 példaval ellentétben ebben a részben olyan grafokrdl esik szd, melyek-
ben az élek egységnyi hossziiak, ebbdl kdvetkezben két pont kozott jellemzben tobb

legrovidebb 1t is van, ami azt is jelenti, hogy nem egyértelmii a kovetkezd pont
szamtalan célpontra vonatkozdlag. Ha véletlenszeriien vélasztanank ezek koziil,
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akkor jellemzoen egyenletes lenne a kovetkez6 pontok eloszlasa is, illetve a maga-
sabb rendii entrépidval se mennénk sokra. Ezért a tovabbiakban erre figyelni kell,
hogy tigyesen valasszuk meg a kévetkez6 pontokat.

Az 1. tablazat tartalmazza az ide vonatkoz6 eredményeinket. Fakat, d dimen-
zi6s hiperkockdkat, négyzetracsokat és toruszokat vizsgdltunk. Az I oszlop azt
mutatja, mennyi a sziikséges varhaté informécid, ha véletlenszertien valasztunk
a legrovidebb utak koziill. A Hy oszlop a nulladrendii entrépiat jeloli, ahol az
értékeket gy kaptuk meg, hogy a lehetséges kovetkez6 pontok kozott feldllitunk
egy prioritast, és ez altal lesznek gyakoribb meg ritkdbb szomszédok a téombben.
Tovabba a Hy oszlop jeloli az elsérendi entrépiat, itt figyeliink a csomoépontok
megfelel6 szamozasara is. Fak esetében ez elérhetd mélységi szamozassal, mig a
tobbiek esetén ez elérhetd a koordindtazasbol adédo felsorolassal. Végiil az utolséd
oszlopban az irodalomban ismert korlatok szerepelnek.

1. tabldzat. Entrépia kiillonbozo specidlis struktirdju grafokra

Gréafosztaly 1 ‘ H, H, Compact routing
n pontu fa loan , , loge logn logn [3]
d dim. hiperkocka | logd 2 qloer d'er [5]
d dim. rdcs log(2d) | ‘&< drer d'en [5]
d dim. térusz log(2d) | 1 | (d+1)ken d'er [s]

4. Szimulaciés eredmények, tavlati célok

Az elméleti eredmények azt sugalljak, hogy mar ezzel az egyszerii modszerrel is
a minimalishoz kozeli eredmények érhetok el. Sajnalatos médon a fentieken feliil
mas grafokra egyelére nem sikeriilt analitikus korlatokat talalnunk. Ezek a kezdeti
eredmények elég igéretesnek tiintek ahhoz, hogy szimulacids vizsgalat ald vonjunk
a gyakorlatban el6fordul6 grafokat. Az elméleti példdkban a szabalyos strukti-
rakhoz természetesen adédott a csomépontok megfelelo felszamozasa, azonban a
gyakorlatban sziikségiink volt valamilyen heurisztikara, amivel csokkenthettiik a
magasabb rendi entrépidkat. Tobbféle mdédszerrel is probalkoztunk, jellemzoen
azt probaltuk elérni, hogy a kozeli pontok kozeli sorszamot kapjanak, igy a tavo-
labbi pontok kovetkez6 pont tombjében azonos karakterekbdl allé részsorozatok
johetnek létre, amiknek jellemzden kicsik a magasabb rendii entrépiaik.

Az 2. tablazatban kiilonb6z6 AS-grafokra vonatkozé eredmények lathatok, az
AS-grafok az internet autoném rendszerei (Autonomous System) [1]. Az eredmé-
nyekbdl lathatd, hogy pusztan az eloszlas figyelembevételével mar konnyen felére
csOkkenthet6 a szilikséges tarhely, tovabba magasabb rendl entrépia figyelembevé-
telével még az is jelent6sen tovabb csokkenthetd.
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2. tablazat. AS-grafok cimzési méretei

Graf n m I Hy H,
3-core 12 905 | 235 102 3 1,6 | 1,02
5-core 5328 186 570 | 3,95 | 2,4 | 1,56
T-core 3729 169 594 | 4,41 | 2,51 | 1,66
9-core 3006 158 898 | 4,90 | 2,73 | 1,53
17-core 1685 128 718 | 5,55 | 2,99 | 1,33

A tovabbiakban szeretnénk folytatni az analitikus vizsgdlatokat, tobb graf-
osztalyra is szeretnénk analitkus korlatokat adni az entropiaértékekre, illetve sze-
retnénk taldlni egy jo felszdmozast, ami altalanos grafokra kelléen csckkenti a
magasabb rendi entrépiakat.
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ON THE SCALABILITY OF HOP-BY-HOP PACKET ROUTING:
TIGHT BOUNDS AND OPTIMAL ADDRESS SPACES

ATTILA KOROSI, GABOR RETVARI

Routing in large-scale computer networks today is built on hop-by-hop routing: packet head-
ers specify the destination address and routers use internal forwarding tables to map addresses
to next-hop ports. In this paper we take a new look at the scalability of this paradigm.

First, we give a model that translates problems related to routing scalability to the language
of information-theory. Forwarding tables are modeled as sequential strings, admitting tight
memory requirement characterizations using Shannon’s entropy measures and standard data
compression techniques.

Contrary to previous work, our analysis is not of worst-case nature, but gives verifiable and
realizable memory requirement characterizations even when subjected to concrete topologies and
routing policies.

Using pure information-theoretic arguments, we are able to reproduce most of the space
bounds obtained in the compact routing literature using piecemeal addressing schemes and anal-
ysis.

Our evaluations suggest that in most practically important cases significant memory savings
can be attained by forwarding table compression over optimal address spaces. As far as we are
aware of, this is the first study to link computer network scalability to information theory.

Keywords: shortest path routing, routing table entropy.
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