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ALTALANOSITOTT THURSTONE-MODSZER ALKALMAZASOKKAL

MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, KAJTAR PATRIK

Publikaciéonkban egy paros Osszehasonlitdsi mddszert mutatunk be,
amely segitségével tobb dontési kategdriat megengedve tudjuk elemezni az
Osszehasonlitasi eredményeket. A cikkben példat is mutatunk az alkalmazds-
ra, amely soran néi teniszcsillagok rangsorat allitjuk fel egymas ellen jatszott
mérkézéseik alapjan.

1. Bevezetés

Péaros osszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak a dontéselméletben objektu-
mok osszehasonlitdsakor abban az esetben, ha az 6sszehasonlitis kritériuma va-
lamilyen nehezen skalazhaté szubjektiv szempont. Szdmos példat tartalmaz az
alkalmazdsra példaul [10] és az altala hivatkozott publikdciék. Magyar kutatdk is
intenziven foglalkoznak a teriilettel [2].

A péros Osszehasonlitasi médszerek két 6 csoportba sorolhaték. Az egyikbe
tartozok paros 6sszehasonlitds matrixon alapulnak. A maétrix a; ; eleme gy inter-
pretalandd, hogy az i-edik és a j-edik objektum Gsszehasonlitasakor az i-edik elem
,hanyszorosan” jobb, mint a j-edik. A mddszert Saaty dolgozta ki, és AHP néven
ismert [9]. A kiértékelés leggyakrabban hasznalt mdédszere a sajdtvektor médszer.
Ennek el6nye a konnyl kivitelezhet6ség, valamint az, hogy a koordindtak sulyok-
ként is értelmezhetCk, ezdltal tobbszintli dontést tesznek lehetévé. Héatranya, hogy
ilyen formajaban csak teljes dsszehasonlitas esetén miikodik, valamint az objektu-
mok egyenloségének tesztelése nem kidolgozott. Nem teljes 6sszehasonlitas esetén
is miikodd mddszer példdul a logaritmikus legkisebb négyzetek médszere (LLSM),
amely egy optimalizacids problémahoz vezet, s egy linedaris egyenletrendszer meg-
olddsat igényli. [2]-ben a szerzék sziikséges és elégséges feltételt fogalmaznak meg
LLSM alkalmazasakor nemteljes 6sszehasonlitas esetére a paraméterek egyértelmi
meghatarozasara.

A masik gyakran alkalmazott eljards soran az értékelendd objektumok mogé
egy-egy latens valdszintiségi valtozot képzelnek, és az értékelés soran a valdszi-
niiségi valtozok kiilonbségérdl dontenek. A latens valdsziniiségi valtozok elosz-
lasanak kiilonbségére Thurstone normalis eloszlast javasolt, de a leggyakrabban
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logisztikus eloszlast hasznalnak [3]. Legtobbszor két kategdridt engednek meg
(jobb/rosszabb), azonban a mégottes gondolatmenet altaldnosithaté tobb dontési
kategéridra is. Dontetlent is megenged pl. [8], illetve tébb kategérit is alkalmaz
[1]. Széleskorii dttekintést ad a ldtens valdsziniiségi véltozékkal kapcsolatos model-
lekrdl [4]. A leggyakrabban alkalmazott megolddsi médszer ezen modellek esetén
az, hogy a paraméterekre egy linearis egyenletrendszert allitanak fel, amelynek
egyik oldalan a kategéridk becsiilt valdszinliségeinek valamely fiiggvénye all. Az
eredmények kozti inkonzisztencia az egyenletrendszer pontos megoldasat altala-
ban nem teszi lehetové, csak a megoldas legkisebb négyzetek mddszerével torténd
kozelitését. A megoldédst tobbnyire abban az esetben adjak meg, amikor minden
objektum minden més objektummal 6ssze van hasonlitva. A becsiilt paraméterek
egyértelmii létezése a valdszintiségek fiiggvényének képezhetdségétol is fiigg, meg-
oldhatoésagra vonatkozdé tételek tobb kategoria megengedése esetén nem taldlhatdk.
A hidnyzé 6sszehasonlitdsokbdl adédd problémaékat [4] kiilon megemliti.

Mi visszanyulunk Thurstone eredeti gondolatahoz. Normalis eloszlasu latens
valészintiségi valtozokat feltételeziink, az objektumok sorrendjének a varhato ér-
tékek sorrendjét tekintjiik. Tobb dontési kategéridt is megengediink. Az egyes
kategériak bekovetkezésének valdszintliségeit a paraméterek fiiggvényében felirjuk.
A paramétereket maximum likelihood (ML) becsléssel becsiiljiik. Ez a becslési
modszer nemteljes 6sszehasonlitasok esetén is természetes médon miikédik. Publi-
kacionkban bemutatjuk az altaldnos modellt, és néhany esetben elégséges feltételt
adunk az ML-becslés 1étezésére és egyértelmiiségére. Az ML-becslések aszimptoti-
kus normalitdsa alapjan a varhato értékekre konfidenciaintervallumok konstrual-
haték. Az ML-becslések tovabbi elénye, hogy hozzdjuk kapcsoléddan a hipotézis-
vizsgalatok is kidolgozottak. Emellett a varhaté értékek silyokkd konvertalhatdk,
igy lehetévé valik tobbszintli dontések kivitelezése is.

2. Az altalanos modell

Legyen a rangsorolandé objektumok szama n, jeloljiikk ket 1,2,...,n-nel. Az
i—edik objektumhoz tartozé latens valdszinliségi valtozé legyen &;, ¢ = 1,2, ..., n.
A lehetséges dontési kategéridk szdma legyen s (2 < s), és a dontéseket jeldl-
je Cq, Ca,..., Cs. Ezek egymdést paronként kizdrjak. Nekik megfeleléen a valds
szdmok halmazdt s darab diszjunkt részintervallumra (I, k = 1,2, ..., s) osztjuk,
IiNnly = haj#ké R=[UlLU..UI. Ha az i-edik és a j-edik ob-
jektum Osszehasonlitdsdndl a dontés Cj, akkor & — & € Ij. Feltételezziik, hogy
& ~ N(myi,02),i = 1,2,...,n fiiggetlen valészintiségi valtozok. Ezzel a feltétele-
zéssel mas publikdcidkban is taldlkozhatunk. Az m;, i = 1,2, ...,n varhato értékek
sorrendje adja meg az objektumok sorrendjét.

Az altalanossig tovabbi korldtozasa nélkiil feltételezhetd, hogy o = % Ekkor
adontések az n; ; =& —§&; ~ N(m;—m;,1),i=1,...,n—1,j =i+1,...,n valdszi-
niiségi valtozokrdl szélnak. A kiilonbségekre fiiggetlen megfigyeléseket tételeziink
fel.
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Jelolje A; ; i azt a szamot, ahany dontés a Cj, kategoriat jeloli meg az 4. és a j.
objektum &sszehasonlitasa soran, és lljon az A haromdimenziés matrix az A; ; ,
i=1,2,..,n—1,7=4i+1,...n, k=1,2,..,s elemekbdl. Az intervallumokat
meghatarozzak a végpontjaik, ezeket jeloljitk az alabbi médon:

— 0 =ayg< a1 <az < .. <ag-1<ag=00.

Hasznélva a ®(—o0) = 0 és ®(0c0) = 1 megfeleltetést, ahol & a standard nor-
malis eloszlasfiiggvény, a likelihood fiiggvény az alabbi:

L(Amy,...;mp, I, ..., Is) = L(Almy, ...,mp, a1, ...,a5-1) = (1)

TT @ — (mi—my) = Banoy = (mi = my)) ",

amit m = (my,...,my)-ben valamint (aq, ..., as—1)-ben maximalizdlva kapjuk a
paraméterek maximum likelihood becslését.

A modellben természetes médon feltételezziik a szimmetridt, azaz a; = —as_;,
i = 1,2,...,[s/2]. A becsiilt varhaté értékekbdl exponencidlis transzformécié és
normalds utdn silyok képezhetOk. A varhatd értékek azonossiaganak tesztelésére
a likelihood hényados préba alkalmazhaté. A becslések 1étezésére és egyértelmii-
ségére a kovetkezd fejezetben specidlis esetekben elégséges feltételeket adunk.

3. Speciilis esetek

Ebben a fejezetben a legfontosabb specidlis eseteket mutatjuk be, és ezekben
elégséges feltételt adunk az ML-becslés létezésére és egyértelmiiségére. Ennek
kulcsmotivuma egy graf dsszefiiggdsége, amelyben a csticsok mindig az értékelendo
objektumok, az élek viszont mas-mas feltételek teljesiilése esetén vannak behtzva.
Példat emlitiink arra, amikor a modell természetes médon hasznalhato.

1. A klasszikus Thurstone-modell - jobb/rosszabb opciék esete: s =2

Ebben az esetben két kategoria van a dontésre, a jobb és a rosszabb, ami két
intervallumot jelent az a; = 0 ponttal elvdlasztva. Az ML-becslés 1étezésével és
egyértelmiiségével kapcsolatban az alabbi allitast bizonyitottuk:

3.1. TETEL. Definidljuk a GRy gréfot a kévetkez8képpen: az i. és j. objektum
akkor legyen dsszekdtve, ha 0 < A; ;1 - Ajjo. Legyen my = 0. Ha a GRy graf
Osszefiiggd, akkor (1)-nek létezik maximuma, és a maximumbhely egyértelm.

Ezt a modellt alkalmaztuk gyartasi hibdk osszehasonlitdsandl [5].
2. Jobb, egyforma, rosszabb opcidk esete: s =3
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Ebben az esetben az i. és a j. objektumot egyformanak tekintjiik, ha a latens
valdsziniiségi valtozok egymdstol vald eltérése nem halad meg egy bizonyos szintet.
A szamegyenes 3 részre van osztva, a szimmetria miatt egy osztépont bevondsa és
becslése sziikséges. Az ML-becslés létezésével és egyértelmiiségével kapcsolatban
az aldbbi 4llitdst bizonyitottuk [7]:

3.2. TETEL. Legyen s = 3 vagy s = 4. Tegyiik fel, hogy valamely i; < j;
esetén 0 < A;, j, 1, valamely 1 < k < s esetén. Tovabba tegyiik fel, hogy valamely
g < jo esetén 0 < A;, j, k, €5 0 < A, j, fenndll valamely |k — 1] > 1 pdr esetén.
Legyen a GR3 graf az aldabbi médon definialva: az (i,j) i < j csdcspar akkor van
Osszekotve, ha 0 < A; ;) valamely k = 2,3,..,5 — 1 esetén, vagy 0 < A; j1 - Ajjs-
Rogzitsiik az my = 0 értéket. Ha a GR3 graf dsszefiiggd, akkor az (1) likelihood
fiiggvény maximuma létezik és egyértelmdi.

A modell jol alkalmazhaté olyan sportagak esetében, ahol dontetlennel vagy
gyozelemmel, vereséggel végzodhetnek a mérkozések. Miikodik nem teljes Gssze-
hasonlitasok esetén is, igy olyan jatékosok rangsora is elkészithetd, akik kozott
voltak olyanok is, akik soha nem jatszottak egymads ellen.

3. Sokkal jobb, jobb, rosszabb, sokkal rosszabb opcidk esete: s =4

Ebben az esetben az egyforma nem megengedett, viszont ha a kiilonbség abszo-
lit értéke meghalad egy szintet, akkor az egyik objektumot sokkal jobbnak/sokkal
rosszabbnak tekintjiik a masikndl. Ebben az esetben a szimmetria miatt a harom
osztopont egy paraméterrel megadhatd. Az ML-becslés 1étezésével és egyértelmii-
ségével kapcsolatos tétel megegyezik a 3.2 tétellel s = 4 esetén. A mobdszer jol
alkalmazhaté példaul olyan sportdgak esetén, ahol dontetlen ugyan nem lehet a
mérkozések kimenetele, de nagy gyoOzelem, vagy silyos vereség definidlhaté. Ilyen
sportdg lehet példdul a tenisz. A jobb/sokkal jobb besoroldst itt és més esetekben
is a teriilet szakértOire lehet bizni. Példat a 4. fejezetben mutatunk.

4. Sokkal jobb, jobb, egyforma, rosszabb, sokkal rosszabb opcidk
esete: s =95

Ebben az esetben két objektum egyforma, ha a latens valdszintliségi valtozdk
kiilonbsége abszolut értékben nem halad meg egy szintet. Ha azonban egy ennél
nagyobb szintet is meghalad, akkor sokkal jobb/sokkal rosszabb értékelés alakul ki.
A 4 osztépont két a; véltozd bevezetését igényli. A likelihood fiiggvény maximumé-
nak 1étezésével és egyértelmiiségével kapcsolatban az alabbi tételt bizonyitottuk:

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy valamely i1 < ji esetén 0 < A;, j, 3, valamint
valamely i < jo esetén 0 < A, j, 2, vagy 0 < A, j, 4, tovdbbd valamely i3 < j3
esetén 0 < A;, j, 1, 650 < A, j, 5 fenndll. Legyen a GRys gréfban az (i,j) i < j
cstcspdr Osszekotve, ha 0 < A; ;3 - A; i valamely k = 1,2,4,5 esetén, vagy
0 < Ai,j,Z . Ai,j,47 vagy 0< Ai,j,l 'Ai,j,4; vagy 0< A@jyg 'Ai,j,s- Ha a GRjy gl‘éf
Osszefiiggs, akkor my = 0 rogzitése utdn az (1) likelihood fiiggvény maximuma
létezik és egyértelmii.
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A modellt alkalmaztuk fényforrasok sszehasonlitdsa esetén és a kapott ered-
ményeket publikaltuk a [6] publikdciéban.

4. Alkalmazas

Most mutatunk egy egyszerii alkalmazast s = 4 esetén néi tenisz vildgklasszi-
sok Osszehasonlitasara. Kiemelkedd néi tenisz jatékosok voltak, a vildgranglistat
is vezették a kovetkezd személyek: Chris Evert (#1), Steffi Graf (#2), Martina
Navratilova (#3), Szeles Ménika (#4) és Serena Williams (#5). A néi torndkon
tobbnyire olyan mérkozéseket jatszanak, ahol az eredmények 2:0, 2:1, 1:2 vagy 0:2.
Ezeket tekintettiik a 4 kategdridnak. Az 5 teniszezd egymads ellen jatszott ATP-
mérkézéseinek végeredményeit a http://www.wtatennis.com/head2head/ honlap-
rél toltottiik le. Az egymas elleni eredményeket az 1. tablazat elso fele tartalmazza.
A meccsek eredményei azt mutatjik, hogy Szeles Navratilova kivételével minden-
kinél gyengébb, viszont Navratilova jobb, mint Evert és jobb, mint Graf. fgy
az egymas elleni eredmények inkonzisztensek, nem adnak kénnyen megallapithato
sorrendet. Bar nem mindenki jatszott mindenkivel, de az ML-becslés 1étezésének
és egyértelmiiségének feltételei konnyen lathatéan teljesiilnek. A likelihood fiigg-
vényt numerikusan optimalizaltuk, és a varhaté értékek ML-becslésére sorrendben
az alabbi eredményeket kaptuk: ms = 0,374, m3 = 0,084, mo = 0,066, mq = 0,

5

my = —0,067. A belélikk w; = exp(m;)/ Y exp(m;) transzforméciéval kialakitott
i=1
sulyvektor w = (0,180, 0,193, 0,196, 0,169, 0,262). Az egymads elleni eredmények

becsiilt valdszintiségeit az 1. tablazat masodik fele tartalmazza.

Jétékosok Az eredmények A becsiilt valdszintiségek

SA” | B[ 2:0 | 2:1 | 1:2 | 0:2 2:0 2:1 1:2 0:2 | ,A” gy6z
1 2 6 0 1 6 || 0,289 | 0,185 | 0,190 | 0,336 0,474
1] 3 123 14| 13301 0283]0184]0,191 0342 0467
1 4 2 0 1 0 || 0,336 | 0,191 | 0,184 | 0,289 0,527
1 5 0 0 0 0 || 0,194 | 0,160 | 0,192 | 0,454 0,354
2 3 4 5 3 6 |l 0,306 | 0,187 | 0,189 | 0,318 0,493
2 4 5 5 2 3 0,361 | 0,192 | 0,180 | 0,267 0,553
ol 5 o[ 1] 1] o0 [o212]0167]0,193]0428| 0379
3 4 4 3 5 5 || 0,367 | 0,193 | 0,179 | 0,261 0,560
3 5 0 0 0 0 || 0,218 | 0,168 | 0,193 | 0,421 0,386
4 5 0 1 2 2 || 0,176 | 0,154 | 0,190 | 0,480 0,330

1. tablazat. Az egymads elleni eredmények és a becsiilt valésziniiségek.
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Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy szigoriian csak az egymas elleni mérkozések
eredményeit figyelembe véve, a bemutatott mddszerrel elvégezve a kiértékelést, a
vizsgalt néi teniszklasszisok sorrendje Williams, Navratilova, Graf, Evert és Szeles.
Osszehasonlitasképpen megemlitjiik, hogy a [2]-ben vizsgalt LLSM segitségével ki-
értékelve az eredményeket, a paros Osszehasonlitdas matrixba a nyert és vesztett
meccsek ardnyét irva, a w 5™ = (0,149, 0,222,0,153,0,133, 0,343) stilyokhoz ju-
tunk. gy a jétékosok rangsora Williams, Graf, Navratilova, Evert, Szeles. Tehdt
a két modszer mind stlyokban, mind sorrendben kiilonb6z6 eredményt szolgaltat.

Ko6szdnetnyilvanitas

A szerzok koszonetiiket fejezik ki az EFOP-3.6.1-16-2016-00015. szamu projekt
anyagi tdmogatasaért.
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A GENERALIZATION OF THE THURSTONE METHOD WITH
APPLICATIONS

Eva ORBAN-MIHALYKO, CSABA MIHALYKS, PATRIK KAJTAR

In this paper we present a generalization of Thurstone’s method for multiple choices. We
apply the maximum likelihood method for the estimation of the parameters. In special cases we
present sufficient conditions for the existence and uniqueness of the maximizer. We also present
practical cases for the applications and we also present an example for the evaluation of female
tennis players’ results.

Keywords: paired comparison, Thurstone method, maximum likelihood estimation, testing hy-
potheses, confidence interval.
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