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CSODSZABALYOK PENZUGYI HALOZATOKBAN

CSOKA PETER, KONDOR GABOR

A leggyakrabban rendszerkockdzat mérésére és kezelésére alkalmazott
pénziigyi halézatokban mindenkinek van egy indulé pénzkészlete és min-
den szerepl6 tartozhat mindenkinek. Csdédszabdlyok mondjik meg, hogy
ki hogyan rendezze tartozésait. Az azonos kielégitési szinten 1évd feleket
legtobbszor koveteléseikkel ardnyosan fizetik ki a cs6dszabdlyok, de vannak
bonyolultabb konstrukcidk is. Mivel a fizetések egymadstdl fiiggenek, alta-
ldnos esetben fixpontok adjék a probléma megolddsat. A tanulményban
attekintjiik a csédszabalyok szakirodalmét, a legfontosabb definicidékat és
eredményeket.

1. Bevezetés

Az elmilt két évtized sordn egyre nagyobb figyelmet kaptak a kiilonb6z6 pénz-
iigyi hélézatok, és ezzel egyiitt a pénziigyi intézmények egyre fokozodd Gsszekap-
csoltsagabdl fakadd rendszerkockazat. A rendkiviil 6sszetett pénziigyi hélézatok-
ban ugyanis a gyakorlati szakembereknek mar nemcsak az intézmények egyedi
cs6djeivel kellett szembenézniiik, hanem a cs6dok fertozésszerti tovabbterjedésével
is.

A gyakorlatban felmeriilt probléma az elméleti szakemberek érdeklédését is
felkeltette, és a kezdeti, foként egy szerepld vagyonanak elosztdsardl széloé cséd-
problémardl a tobbszerepl6s pénziigyi halézatok vizsgalatara keriilt a4t a hangsuly,
ahol a cs6dszabalyok mondjak meg, hogy ki mennyit fizessen.

A pénziigyi halozatok elemzése sordn természetes mdédon adddott, hogy a ku-
tatok a klasszikus csédproblémak eredményeit megkisérelték kiterjeszteni a komp-
lexebb pénziigyi halézatokra. Emellett szamos kapcsolédd tanulméany foglalkozott
magaval a pénziigyi halézat felépitésével és id6beli alakuldsaval, a rendszerkocka-
zat és a pénziigyi halézatok kapcsolataval, valamint a rendszerkockdzat mérésével.

Tanulmanyunkban a 2. fejezetben ismertetjiitk a legfontosabb cikkeket a cs6d-
probléma témakorébdl, és kitekintést adunk a kapcsolédd teriiletekre is. A 3. feje-
zetben definidljuk az alapfogalmakat kiilonboz6 csddszabalyok bevezetésén és pél-
dékon keresztiil, tovdbba bemutatunk néhany fontos eredményt. A 4. fejezetben
Osszegziink.
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2. Irodalomattekintés

Egy férfi fiaira hagyja vagyondt, azonban a kovetelések Gsszege nagyobb, mint
a teljes vagyon értéke. A kérdés az, hogy melyik fii mekkora részt kapjon az
orokségb6l. Ezzel a problémafelvetéssel foglalkozik O’Neill [18] cikkében, amely
analég az egy pénziigyi szereplo csodje esetén fennallé vagyonelosztasi feladattal.
Erre a tanulméanyra, amely kiilonb6z6 elosztédsi szabalyokat hasonlit 6ssze a va-
gyon elosztasara, a csédproblémak elemzésének kiindulépontjaként tekintenek a
szakirodalomban.

A csodproblémakat késébb kiterjesztették pénziigyi halézatokra is, amelyekben
tobb szereplo egyiittes csédje miatt egy sokkal Gsszetettebb problémat kell megol-
dani. Itt mindenkinek van egy indulé pénzkészlete és minden szerepld tartozhat
mindenkinek. Pénziigyi hal6zatok esetén elosztasi szabdly helyett cs6dszabalynak
hivjuk azt a fliggvényt, amely megmondja, hogy ki hogyan rendezze tartozasait,
ki mennyit fizessen, vagyis mi legyen a kliringmatrix.

A gyakorlatban legelterjedtebb ardnyos csédszabdlyt Eisenberg és Noe [6] de-
finidlja, és a szerzéparos belatja, hogy bizonyos feltételek esetén mindig létezik
kliringmatrix, amely egyértelmi{i. Az ardnyos cs6dszabélyt pénziigyi halézatokban
eldszor Csoka és Herings [4] axiomatizalja hat tulajdonsdg segitségével (magyarul
lasd Cséka [3]). A két {8, kozponti axiéma a partatlansag (impartiality) és az azo-
nos dgensek altali manipuldlhatatlansig (non-manipulability by identical agents).
A tovdbbi axiémdk a kovetelések felsSkorlat-jellege (claims boundedness), a kor-
latolt felelésség (limited liability), a hitelez6k els6bbsége (priority of creditors) és
végiil a folytonossdg (continuity). A szerzék beldtjdk, hogy az axiémék fiigget-
lenek, és ezt a hat axiémat csak az aranyos csédszabaly teljesiti. Az axiémakbdl
hérom lényegében mér az Eisenberg és Noe [6] cikkben is megjelenik: a kovetelések
felsokorlat-jellege, a korlatolt felel0sség és a hitelezGk els6bbsége. Ennek a harom
axiomanak a cs6édbemend agensek legkisebb halmazara gyakorolt hatasat vizsgilja
Houy, Jouneau és Le Grand [14].

Szintén cs6dszabélyokat vizsgdl Groote Schaarsberg, Reijnierse és Borm [12], és
belatjdk, hogy habar a fizetések meghatarozasa altalanossdgban nem egyértelmii,
az eredményiil kapott sajdt téke értékek (a végsd egyenlegek) igen. Ugyanakkor
igazoljdk, hogy a cs6dproblémédk egy alosztélydra (hierarchical mutual liability
problems) a fizetések meghatdrozdsa is egyértelmii. Tovdbbd megadjdk a Tal-
mud szabdlyon alapul6 csédszabdly egy karakterizaciéjat. Ide tartozik Koster [16]
munkdja is, amelyben a szerzé megmutatja, hogy altalanos pénziigyi halézatokban
csak akkor létezik egyértelmii kliringmatrix, ha a cs6dszabdly szigoriian monoton.
A cs6dszabélyok kapcsan végiil megemlitjiik Flores-Szwagrzak, Garcia-Segarra és
Ginés-Vilar [10] tanulményét, amelyben olyan elosztési szabdlyokat karakterizal-
nak, amelyek bizonyos hitelez6i csoportokat eléonyben részesitenek a fizetéseknél.

Az egymiéssal valamilyen szempontbdl versengé pénziigyi szereplék megléte a
jatékelméleti megkozelitéseket is inspiralta. Palvolgyi, Peters és Vermeulen [19] a
csodjaték egy 11j nemkooperativ jatékelméleti értelmezését elemzi, és a Nash egyen-
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suly létezését és meghatdrozdsit vizsgdlja az adédé jatékokban. Stutzer [22] meg-
prébalja kiterjeszteni pénziigyi halézatokra a csédproblémakndl mar két klasszikus
elosztdsi szabdly igazoldsédra is alkalmazott Nash alkuelméletet (Nash Bargaining
theory), és ellenpélddkkal megmutatja, hogy &ltaldnos esetben nem azokat az el-
osztasi szabalyokon alapuld cs6dszabalyokat kapjuk.

A véletlent is tartalmazé tanulményok koziil elséként Tasnddi [24] munkéjat
emeljiik ki, aki a klasszikus és a probabilisztikus elosztasi problémak kozott te-
remt kapcsolatot. Pontosabban minden klasszikus elosztasi problémahoz hozza-
rendel egy minimaélis variancidju probabilisztikus elosztési eljarast, amely ugyan-
arra a varhato eloszlasra vezet, mint a klasszikus elosztdsi médszer. Masodsorban
Balog, Bétyi, Csdéka, és Pintér [1] tanulménydrdl ejtiink szét, akik osszefoglaljak
a sztochasztikusan stabil pénziigyi hal6zatokhoz kapcsol6do, altaluk legfontosabb-
nak tartott pénziigyi alkalmazasokat és 1ij modellvéaltozatokat. Tanulmanyukban
tobbek kozott a rendszerkockdzatra és a fertézésekre helyezik a hangsilyt. Em-
litést érdemel még tovdbba Habis [13] munkéja, amely megkozelitésében Stvizi
mind a jatékelméletet, mind a véletlent. A szerz6 a kooperativ jatékelméletbél is-
mert mag egy kiterjesztésével, a gyenge szekvencialis mag segitségével olyan csod-
helyzeteket elemez, ahol a felosztandé vagyon értéke és a kovetelések Gsszege is
bizonytalan lehet. Tovabba megvizsgéalja, hogy a kiilonb6z6 elosztasi szabalyok
stabil, fenntarthat6é eredményre vezetnek-e egy ilyen kérnyezetben.

A pénziigyi halozatokkal rendszerkockazati szempontbol foglalkozik Lubléy
[17], aki a magyar bankkozi piacon keresztiili fert6zés kvantitativ mérését végezte
el. Elsinger, Lehar és Summer [8] cikkiikben Eisenberg és Noe [6] modelljére épitve
a bankrendszer egészének kockazatat vizsgdljak. Az Osztrak bankrendszer adata-
ira alkalmazzdk modelljiiket, és azt talaljak, hogy a bankok eszkozportfoliéi ko-
z0tt 1évo korrelacié a rendszerkockédzat legfobb forrasa. Berlinger, Michaletzky és
Szenes [2] a magyar fedezetlen bankkozi forintpiac hélézatdnak id6beli alakuldsat
vizsgalta 2002 decemberétol 2009 marciusaig, részletesen elemzik a piac jellemzéit
és az egyes szereplok viselkedését. Végiil Jackson és Pernoud [15] a rendszerkocké-
zathoz kapcsolédo pénziigyi halézatok kulcsfontossagu trendjeit és tulajdonsagait
mutatja be. Egy 1j halézati modellt is adnak, amellyel az egyméastdl valé fiiggést
modellezik, és a pénziigyi intézmények 6sztonzéit vizsgaljak a portfolidik kockaza-
tanak és a partnereik megvalasztasa soran.

A kozpontositds szerepével foglalkozik Cséka és Herings [5], akik tanulményuk-
ban bevezetik a decentralizalt kliringfolyamatok egy nagy osztdlyat. Bemutatjak,
hogy minden ilyen folyamat véges sok lépésben a legkisebb kliringmétrixhoz kon-
vergal. Amikor az elszamolasi egység elegendden kicsi, akkor minden decentralizalt
kliringfolyamat révén kozel ugyanazt a sajat téke értéket kapjuk, mint egy centra-
lizélt eljarassal. Garratt és Zimmerman [11] pedig azt vizsgédlja, hogy a pénziigyi
halézatokban milyen hatasa van a kozponti nettdsitds bevezetésének a partnerek
teljes nettd kitettségére, és megmutatjik, hogy ez nem minden esetben elényos,
mert névelheti a varianciat.
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Feinstein, Pang, Rudloff, Schaanning, Sturmf és Wildman [9] 4j aspektusbdl
vizsgaljdk az ardnyos cs6dszabélyndl kapott kliringvektort. A szerzok azt elemzik,
hogy az mennyire érzékeny a pénziigyi rendszer bilateralis kovetelések becslési hi-
béira. A mddszeriiket eurépai bankok adatain is alkalmazzak, és azt taldljak, hogy
a zaj a kotelezettségek relativ mértékében a fertézés kockazatanak alulbecslését
eredményezheti.

Végiil Schuldenzucker, Seuken és Battiston [21] eredményére tériink ki, amely-
ben a pénziigyi halézatokat tanulméanyozva egy tjfajta rendszerkockézatra hivjak
fel a figyelmet a szerz6k. Ez abbdl az dltaluk csédbizonytalansidgnak (default am-
biguity) nevezett szitudciébdl ered, amikor nem lehet eldénteni, hogy mely bankok
mennek csédbe. Beldtjak, hogy ha a bankok CDS-eket (Credit Default Swap)
is tarthatnak, akkor a kliringmatrixnak lehet, hogy nincs megoldasa, vagy éppen
tobb, egymasnak ellentmondé megoldasa van.

3. Jelblések, pénziigyi halézatok

A legfontosabb jelolések és definicidk bevezetésénél Csdka [3] cikkére tdmasz-
kodunk. Egy pénziigyi halézatot a szereplck vagy mas néven az dgensek halmaza,
az agensek indulé készletének értéke, valamint az dgensek tobbi dgenssel szembeni
tartozasainak mértéke hataroz meg. Ezeket rendre az aldbbiak szerint definialjuk.

Az dgensek halmazat jelolje IV, amely a lehetséges dgensek halmazanak, N-nek
egy részhalmaza, formdlisan N € A, ahol N az N nem iires, véges részhalmazainak
halmazat jeloli.

Az dgensek induld készletét (endowments) a z € RY, vektor adja meg, ahol z;
magéban foglalja az i-edik dgens minden eszkozét, kivéve a tobbi dgensre vonat-
kozé koveteléseket.

Végiil az dgensek tartozasai az L € ]Rj\_] *N tartozdsi mdtrix (liability matriz)
altal adottak, amelyben az L;; elem azt mutatja meg, hogy mekkora az i-edik
agens tartozasa a j-edik felé. Az agensek definici6 szerint nem tartozhatnak 6n-
maguknak, {gy a tartozasi matrix féatléjaban nullak szerepelnek, tehat L;; = 0,
valamint két dgens kolcsondsen tartozhat egymdsnak, vagyis L;; > 0 és Lj; > 0
egylittes fenndlldsa megengedett.

Ekkor a pénziigyi halézat az (N, z, L) hiarmas altal adott, az Gsszes pénziigyi
halézat halmazat pedig jelolje F. Azt, hogy adott pénziigyi hal6zatban a felmeriilé
cs6d esetén az dgensek mennyit fizetnek egymdsnak a P € M(N) fizetési mdtriz
(payment matriz) hatdrozza meg, ahol M(N) jelsli a f6dtldjukban nulldkat, egyéb-
ként nem negativ valds szamokat tartalmazd négyzetes métrixok halmazat. A P
fizetési métrix és i € N &gens esetén jelolije P, € RN a P métrix i-edik sorat.
Ekkor P;; adja meg az i € N 4gens altal a j € IV dgensnek fizetett Gsszeget.

Az M(N)-en értelmezett parcidlis rendezés, < a szokdsos médon definialt.
Tetszéleges P, P’ € M(N) métrixra P < P’ pontosan akkor, ha P;; < Pi’j minden
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(i,7) € N x N-re. Az M(N)-beli matrixok 6sszes véges dgenshalmaz esetén vett
unidja legyen M = Uy M(N).

Az (N,z,L) € F pénziigyi hélézat és a P € M(N) fizetési matrix esetén az
i € N égens eszkozeinek értéke (asset value) legyen

(NZP)—zz—l—Z s

JEN

amely az indulé készlet és a masokt6l kapott kifizetések Osszege. Az eszkozok
értékébdl kivonva az dgens altal fizetett dsszeget, megkapjuk az agens sajdt tékéjét
(equity), amely az i € N dgens esetén legyen

ei(N,2,P) = a;i(N,z,P) = > Pj=z+ Y (P~ Py)
JEN JEN

A sajét t6kék Osszege az Osszes dgensre megegyezik az indul6 készletek 6sszegé-
vel, igy a cs6dot kovetd fizetések csupan atrendezik az Gsszvagyon szereplok kozotti
eloszlasat.

A csbdszabdlyok egy (N, z, L) € F pénziigyi halézathoz egy P € M(N) fizetési
matrixot rendelnek. Gyakorlatilag azt adjak meg, hogy az egyes agensek mekkora
Osszeget fizessenek a tobbi dgensnek.

3.1. Definicio. A csddszabdly egy olyan b : F — M fliggvény, amelynél min-
den (N, z,L) € F-re b(N, z,L) € M(N).

A pénziigyi hilézatok elemzése azért bonyolult és érdekes, mert korbetartozé-
sok lehetnek, és a cséd fert6zéssel terjedhet. Sokkal egyszer(ibb a sokat elemzett
elosztasi problémak csaladja. Az elosztdsi problémakban egy E € R, nagysagi
vagyont kell felosztani az N € N halmazban 1évd hitelez8k kozott, akiknek a kove-
telésvektora ¢ € Rf . Elosztasi problémak esetén elosztasi szabdlyokat hatarozunk
meg.

Egy elosztdsi szabdly (division rule) egy d : Ry X Rf — Ri\_’ fliggvény, amelyre
minden j € N-re d;(E,c) < ¢j és Y,y di(E,c) = min{E,} ;v cx} teljesil,
tovabbad minden j € N-re d; gyengén noévekvé E-ben. Ez rendre annak felel
meg, hogy minden agens legfeljebb a kovetelése mértékéig részesiilhet a vagyonbdl,
tovabba az eredményiil kapott részek Osszege nem haladhatja meg sem a vagyon
nagysagat, sem a kovetelések Osszegét, és végiil, ha n6 a szétosztand6 vagyon
mértéke, akkor a valtozas utdn mindenki legaldbb akkora részt kap, mint amennyit
a valtozés el6tt kapott volna. Ezen tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy d folytonos
(lasd Thomson [25]). Napjainkban taldn a legszélesebb kérben alkalmazott ilyen
szabdly az aranyos elosztasi szabaly.

A d*: Ry x RY — RY ardnyos elosztdsi szabdly (proportional rule) a j € N
hitelez6hoz a df(E, c) 6sszeget rendeli, ahol

B(E 0, ha ¢; =0,
=9 i {7Ecj} . egyébként.

2 ken Ck
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Az ardnyos elosztdsi szabdly esetén a vagyont a kovetelések ardnydban osztjdk
fel, azzal a megkotéssel, hogy senki sem kaphat tobbet, mint a kdvetelése.

A pénziigyi hélézatokra alkalmazott ardnyos csédszabaly a cs6dproblémék ese-
tén hasznalt aranyos elosztédsi szabalyon alapul. A csédprobléméakra alkalmazott
elosztédsi szabdlyokat Cséka és Herings [4] megkozelitése alapjin terjesztjiik ki
pénziigyi hélézatoknal tekintett csddszabélyokra. (Lésd még Groote Schaarsberg,
Reijnierse és Borm [12] kapcsol6dé tanulmdnydt, melyben a kifizetési matrixok
helyett a sajat t6kére helyezik a hangstlyt.)

3.2. Definicio. A p : F — M figgvény ardnyos csédszabdly, ha minden
(N, z,L) € F hélézathoz a p(N,z,L) = P métrixot rendeli, ahol P a kévetke-
z0 egyenletrendszer megoldasas:

Py = d¥a;(N,2,P),L;), i,j€N. (1)

A definicionak megfeleléen a pénziigyi halézatok esetén a p aranyos csédsza-
bély az agensek vagyonanak az eszkozeik értékét tekinti, majd az ardnyos elosztasi
szabéllyal elosztja ezt az eszkozértéket a tartozdsokkal ardnyosan. Az (1)-es egyen-
letben az i-edik dgens ligy kezelendd, mint akinek a sajat a;(N, z, P) vagyondra
vonatkozdan nincs kovetelése (L;; = 0), igy énmagédnak nem fizet semmit. Hasz-
nélva d(a;(N,z, P), L;) definiciéjdt, megadhatjuk az (1) egyenletrendszert gy,
hogy minden i,j € N esetén

p O, ha Lij = O7 9
i = min{%ai(N,z,P),Lij}, egyébként. (2)

Eisenberg és Noe [6] beldtja, hogy a (2)-beli egyenletrendszernek csak egy meg-
olddsa van, igy a p aranyos csddszabaly jol definialt.

Az ardnyos cs6dszabdly illusztralasara tekintsiik az aldbbi példdt Csdka és He-
rings [4] jelenleg kéziratban 16v$ 4tirata alapjan.

3.1. Példa. Tekintsiik az (N,z,L) € F pénziigyi hélézatot hdrom agens,
N ={1,2,3} esetén az 1. tdbldzat els6 két oszlopdban lathat6 indulé készletekkel
és tartozasokkal. Ekkor a p ardnyos csOdszabdly eredményeként kapott P fizetési
matrixot, eszkozértékeket és sajat tékét szintén az 1. tabldzatban lathatjuk.

Vegyiik észre, hogy a 2. 4gens mar a kiindul6 allapotban is cs6dhelyzetben van,
mivel a kotelezettségeit még akkor sem tudja maradéktalanul teljesiteni, ha az
Osszes kovetelését teljes mértékben kiegyenlitik. Ezzel szemben a 3. dgens fertozés
miatt jut cs6dbe. Végiil a 2. dgens kotelezettségeinek 70%-4t, mig a 3. dgens
90%-4t tudja megfizetni.

Eisenberg és Noe [6] a (2)-beli egyenletrendszer megoldésara a kovetkezd al-
goritmust javasolja. El6szor tegyiik fel, hogy minden dgens kifizeti minden tarto-
zaséat, vagyis a minimum fiiggvény mindenkinél L;;. Ha igy keletkeznek negativ
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z L | P |aWN,zP) | eN,zP)
w[lo o ofo o o 53 53
19010 0 30| 7 0 21 28 0
2440 10 0 |36 9 0 45 0

1. tdblazat. A 3.1. Példanak megfelel§ indulé készletek, tartozdsok, és a p
ardnyos cs6dszabaly alkalmazdsaval kapott fizetési matrix, eszkozértékek és
sajat toke értékek.

sajat t6kéju agensek, akkor naluk a minimum fliggvényt helyettesitsiik annak elsd
elemével, ezek a bankok mar biztosan csddben lesznek. Ha még igy is keletkeznek
a fert6zés miatt 1j negativ sajat t6kéjli dgensek, akkor naluk is helyettesitsiik a
minimum fliggvényt annak els6 elemével, és igy tovabb. Mivel potencialisan véges
1j bank mehet csédbe fert6zés miatt, az algoritmus véges 1épésben véget ér. Ezt
az algoritmust némileg médositja Elliott, Golub és Jackson [7], valamint Rogers és
Veraart [20]. Cséka és Herings [4] egy linedris programozasi feladat megolddsaként
kapja a megoldast, ahol a cél az, hogy mindenki minél tobbet fizessen, korldtolt
felel6sség mellett.

Az ardnyos csOdszabdly egyik lehetséges kiterjesztése az, ha el6bb az agen-
sek pdronként nettdsitanak, majd az {gy kapott tartozési matrixra (ahol minden
i,j € N égensre fennall, hogy vagy L;; = 0, vagy L;; = 0) alkalmazzak az ardnyos
csOdszabalyt.

3.8. Definicié. A pna : F — M, pdronként nettdsité ardnyos csddszabdly egy
olyan fiiggvény, amely minden (N, z,L) € F héalézathoz a pna(N, z,L) fizetési
matrixot rendeli, ahol

pna(N,z, L) =min{L, L™} 4+ p(N, 2z, L — min{L,L"}). (3)

A paronként nettdsité aranyos csOdszabaly esetén tehat elGszor a paronként
nettdsito fizetések torténnek meg, majd a maradék tartozasokra alkalmazzak az
aranyos cs6dszabalyt. Konnyen lathatd, hogy a paronként nettdsité aranyos cséd-
szabdly, a pna is az M(N)-beli valés szdmokat tartalmazd fizetési métrixokra
vezet.

Az elosztési szabdlyok egy mdsik példdja a korldtos egyenld dijazds (CEA,
constrained equal awards) elosztdsi szabdly. Ha E > 3 .\ c;, akkor legyen
A = maxjen ¢j. Egyébként legyen \ € [0, maxjen ¢;] a

Z min{c;,\} = E
JEN
egyenlet egyértelmii megoldasa. A CEA elosztasi szabdly minden j € N dgenshez

a
d;**(E, c) = min{c;, A}
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Osszeget rendeli, tehat minden agens azonos Osszeget kaphat, de legfeljebb a kove-
telésiik mértékéig.

Hasonl6 médon megadhatjuk a korldtos egyenld veszteség (CEL, constrain-
ed equal losses) elosztdsi szabdlyt, amely az elézd dudlisdnak tekintheté. Ha
E >3 cncj, akkor legyen p = 0, egyébként pedig legyen p € [0, maxjen ¢;] az
alabbi egyenlet egyértelm megoldasaként definidlva:

Z max{c; — p,0} = E.

JEN
Ekkor a CEL elosztasi szabaly a j € N 4genshez a
d;?Cl(E, ¢) = max{c; — 41,0}

Osszeget rendeli, vagyis minden kovetel6 azonos veszteséggel néz szembe, de leg-
feljebb a kovetelésiik mértékéig.

Az ardnyos cs6dszabalynal latotthoz hasonlé médon més elosztasi szabalyokat
is kiterjeszthetiink pénziigyi halézatokra, ugyanakkor altalanossigban véve a ka-
pott fizetési matrix nem egyértelmi, igy a cs6édszabaly megaddsandl valamilyen
modon ki kell jelolniink, hogy pontosan melyik fizetési matrixra gondolunk.

3.4. Definicio. Legyen adott egy (N,z, L) € F pénziigyi hélézat és (d*)ien
elosztédsi szabdlyok egy rendszere. Ekkor a P € M(N) fizetési matrixot kliring-
mdatriznak (clearing payment matriz) nevezziik, ha megolddsa az aldbbi egyenlet-
rendszernek:

Pij:d;'(ai(Nazap)7Li)a Z,jEN

Ha minden agens az ardnyos elosztasi szabélyt alkalmazza, akkor Eisenberg és
Noe [6] 2. Tételének kovetkeztében a kliringmatrix egyértelmii. Ugyanakkor, ha
az dgensek a CEA elosztasi szabdlyt haszndljak, akkor a kliringmatrix mar nem
feltétleniil egyértelmiien definialt.

3.2. Példa. Csbka és Herings [4] alapjdn tekintsiink egy (N, z,L) € F pénz-
iigyi hélézatot és (d');en elosztdsi szabdlyokat N = {1,2,3} hdrom &genssel, ahol
d' = d? = d3 = d°°®. A 2. tablazat mutatja az indulé készleteket, a tartozdsokat, a
P~ és PT legkisebb, illetve legnagyobb kliringmétrixokat, valamint az eredményiil
kapott eszkozértékeket és sajat tokéket.

s

Az ardnyos elosztési szabalytdl eltéréen, altalanossdgban véve nincs garancia
arra, hogy a kliringmatrix a 3.4. Definiciénak megfelel6en egyértelmiien meghaté-
rozott lenne. Ugyanakkor az mar teljesiil, hogy van egyértelmiien meghatarozott
legkisebb és legnagyobb kliringmatrix.

A hél6 (lattice) egy olyan részbenrendezett halmaz, amelyben bérmely két
elemnek van szuprémuma és infimuma. A teljes hdlé (complete lattice) egy olyan
hal6, amelyben barmely nemiires halmaznak van szuprémuma és infimuma. Az
aldbbi tétel bizonyitdsa Tarski [23] fixponttételén alapul, és Cséka és Herings [5]
diszkrét esetre adott bizonyitasanak kézenfekvé mddositasaval igazolhaté.
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z| L || P~ |aN,z,P7) | eN,z,P7) || Pt | a(N,zPt) | e,z PT)
1o 2 1f[o 1 1 2 0 02 1 3 0
112 0 1||1 0 1 2 0 2 01 3 0
110 0 0fj0o 0 0 3 3 000 3 3

2. tdblazat. A P~ és P kliringmatrixok és az eredményiil kapott eszkodzértékek
és sajat t6kék a korldtos egyenld dijazds (CEA) elosztési szabdly alkalmazdsa
mellett a 3.2. Példdban az F' = (N, z, L) pénziigyi halézatra.

3.1. TETEL. Tekintsiink egy (N, z, L) € F pénziigyi hdlézatot és (d*);cn elosz-
tdsi szabdlyokat. A kliringmdtrixok halmaza egy teljes hdl6. Ennek kévetkeztében
pedig létezik egy P~ legkisebb kliringmdtrix és egy PT legnagyobb kliringmatrix.

A pénziigyi hélézatok esetében a cs6dproblémékra alkalmazott elosztasi szaba-
lyokon alapulé cs6dszabédlyok definidlasdhoz a legnagyobb kliringmétrixot valaszt-
juk.

3.5. Definicio. A b: F — M csédszabdly a (d*);en elosztési szabslyokon ala-
pul, ha minden (N, z, L) € F esetén teljesiil, hogy b(N,z, L) = PT, ahol PT a
legnagyobb kliringmétrix az (N, z, L) pénziigyi halézatra és a (d%);cn elosztasi
szabalyokra.

A legnagyobb kliringméatrix vélasztdsa azért kézenfekvo, mert a korabban emli-
tett algoritmusok altaldnositasa mindig erre vezet. Ugyanakkor elvileg valaszthato
lenne a legkisebb kliringmaétrix, vagy a legkisebb és a legnagyobb tetszoleges kon-
vex kombindcidja is.

A 3.5. Definici6 alkalmazéasaval a cea : F — M korldtos egyenld dijazds szabdlyt
kapjuk, ha minden agens a korlatos egyenld dijazas elosztasi szabdlyt hasznalja,
valamint a cel : F — M korldtos egyenld veszteség szabdlyhoz jutunk, ha minden
agens a korlatos egyenl6 veszteség elosztdsi szabdlyt alkalmazza. Nem minden
pénziigyi halézatnal tekintett csodszabdly alapul elosztéasi szabalyokon. Egy példa
erre a kordbban megadott paronként nettésité aranyos szabdly, ahol a kifizetések
nem csupan az agensek eszkozértékeitol és tartozasaitdl fiiggenek, hanem a t6bbi
agens felé meglévd koveteléseitol is.

Habar a kliringmatrixok nem mindig egyértelmiiek, az eredményiil kapott sajat
téke értékek azok. A 3.2. Példdban megfigyelhetjiik, hogy a P~ és P fizetési
matrixok ugyanazokat a sajat t6ke értékeket eredményezik. Az alabbi tétel Groote
Schaarsberg, Reijnierse és Borm [12] eredményének altaldnositdsa. A szerzok azzal
a feltételezéssel élnek, hogy minden dgens ugyanazt az elosztasi szabdalyt hasznélja,
azonban a bizonyitasuk kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor az agensek akar
kiilonbo6z6 elosztasi szabalyokkal is élhetnek.

3.2. TETEL. Tekintsiink egy (N, z, L) € F pénziigyi halézatot és (d*);cn elosz-
tasi szabdlyokat. Legyenek P és P’ kliringmétrixok. Ekkor minden i € N esetén
ei(N,z,P) =¢e;(N,z, P).
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4. Osszefoglalas

A tanulmanyban attekintettiik a cs6dszabalyok irodalmat és legfontosabb defi-
niciéit. A klasszikus cs6dproblémak bevezetése utan részletesen targyaltuk az erre
épiilo pénziigyi halézatokat és kiilonb6z6 cs6dszabélyokat.

Kitekintést adtunk a legfontosabb kapcsolddoé teriiletekre a jatékelmélet, a pro-
babilisztikus problémak, a rendszerkockazat és a kozponti kliring vonatkozasaban.

A tovabbi kutatasi irdnyok szertedgazdak. Tovabb lehet elemezni az aranyos
csOdszabaly mar meglévl axiémait, vagy mas axiomatizalast is lehet keresni ra,
vagy mas csOdszabdlyokra. A rendszerkockdzat elemzése dinamikus modellekkel
szintén igéretes.

5. Kosz6netnyilvanitas

A kutatds az Innovécids és Technoldgiai Minisztérium UNKP-19-4-BCE-17
kédszamu Uj Nemzeti Kivaldsdg Programjanak szakmai taAmogataséval késziilt.
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BANKRUPTCY RULES IN FINANCIAL NETWORKS

PETER CSOKA, GABOR KONDOR

Financial networks are most commonly used for measuring and managing systemic risk. In a
financial network, everyone has a cash endowment, and all agents can have liabilities towards
other agents. Bankruptcy rules specify how to settle debts. Agents with the same priority
are often paid in proportion to their claims, but there are also more complex arrangements.
Because payments are interdependent, fixed points generally provide a solution to the problem.
This paper reviews the literature on bankruptcy rules, the most important definitions, and the

results.
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