Alkalmazott Matematikai Lapok 37 (2020), 247-263.
DOI: 10.37070/AML.2020.37.2.09

EGYENSULYI AR OLIGOPOLISZTIKUS VEI}SENYKQRNYEZETBEN,
TOKELETLEN INFORMALTSAG ESETEN

SZABO BALAZS, SEBESTYEN TAMAS

Tanulmanyunkban oligopolisztikus versenymodellben vizsgaljuk meg,
hogy a szereplék nem teljes kapcsoltsaga, ilyen értelemben az informalt-
sag korlatozottsaga, milyen kovetkezményekkel jar az drak alakuldsira. Ez
a megkozelités djdonsag a sztenderd modellezési kerethez képest, amelyek
a szereplok teljes kapcsoltsidgat, igy az aggregalt arindex pontos ismeretét
feltételezik. Modelliinkben a kapcsolati szerkezet tetszéleges, ami az egyes
szereplék altal érzékelt arindexek kiilonbozéségéhez vezet, igy a sztenderd
modell szimmetridja sériil. Piactisztitast feltételezve igazoljuk, hogy intui-
tiv feltételek fennallasa esetén egyértelmiien létezik nemnegativ egyensilyi
arvektor (tiszta stratégidn alapulé Nash-egyenstly). Munkdnkban a modell
mddszertani oldaldra fékuszalunk, elsésorban egzisztencia- és tovabbi kiegé-
szité bizonyitdsok bemutatdsa a célunk.

1. Bevezetés

A sztenderd oligo- és monopolisztikus versenymodellek lényeges feltevése, hogy
a termel0k homogének, egyrészt technolégiai értelemben, masrészt pedig a tekin-
tetben, hogy a fogyasztok valamennyi termel6 termékét fogyasztjdk, az arakat
tekintve teljes kortien informéltak, igy az aggregalt arindexre vonatkozdan pon-
tos percepciéik vannak. Ha azonban feltessziik, hogy a fogyaszték nem minden
termel6vel dllnak kapcsolatban, akkor csak egy részpiacra vonatkozodan lesznek
ismereteik az arakrol, igy az altaluk érzékelt arindex fogyasztonként eltér. Racio-
nalis termeldket feltételezve ezeket az érzékelt arindexeket a termeldk is figyelembe
veszik ardontéseik meghozataldndl, aminek kovetkeztében a profitmaximalizal6 ar
meghatarozasa komplex stratégiai interakcidok eredményévé valik.

Munkankban a termelénként potencialisan kiillonbozé egyensilyi ar 1étezésének
lehetoségét vizsgaljuk oligopolisztikus versenykoriilmények mellett, valamint a fen-
tieknek megfeleléen feltéve, hogy a termeldket és a fogyasztdkat 6sszekoté héldzati
struktira nem teljes. Tehat azzal altalanositjuk a sztenderd modellt, hogy az
egyes fogyasztok nem feltétleniil vasarolnak minden termel6tol, a termelék pedig
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nem feltétleniil értékesitenek minden fogyaszténak. A termelSket és a fogyaszto-
kat 6sszekoto, az elébbieknek megfeleléen nem feltétleniil teljes hélézatot exogén
adottsdgnak tételezziik fel és megvizsgdljuk, hogy lehetséges-e egyensilyi (minden
termel6nél egyszerre profitot maximalizdld) drmeghatarozds, illetve az egyensilyi
arak milyen tulajdonsdgokkal birnak ebben az esetben.

A tobbszereplés, alapvetéen termeldk és fogyasztok kapcesolatrendszerét a f6-
kuszba helyez6 modellben az elobbi kapcsolatrendszert leird exogén héldzati struk-
tura mellett az egyes fogyasztok adott termékekkel szembeni linedris keresleti fiigg-
vényei is kulcsszerepet jatszanak: ezek hatdrozzak meg a modell endogén valtozé-
inak, els6sorban a termeldk altal beallitott araknak és termelési volumeneknek az
értékeit. A linearis keretrendszer alkalmazasa a modell f6bb tulajdonsigait nem
befolyasolja, azonban matematikailag kénnyebben kezelhet6 formét ad a probléma
vizsgalatahoz.

Tanulmanyunk teoretikus jellegli, mikrookondémiai, valamint jatékelméleti ira-
nyultsdgu, célja az egyensulyi drak létezésének bizonyitdsa a fent vézolt koérnye-
zetben. Az egzisztencia-bizonyitasokbdl tobb valtozatot mutatunk be, ezzel be-
pillantast engedve a hasonl6 problémakat taglalé modellek lehetséges modszertani
megkozelitésébe.

Az utébbi idében szamos tanulméany foglalkozott termeldk kozotti kapcsolat-
rendszerek modellezésével, kiemelve ezek hédlézati aspektusat, kiilonos tekintettel
a halézati szerkezet jelentéségére (ldsd példdul [1], [8], [11], [17], [18]). Ezek a
munkak mind kiemelik, hogy egy tobbszereplos modellben 1ényeges, hogy az egyes
aktorokat Osszekoté kapcsolatrendszer milyen jellemzOkkel bir. A [17]-ben vé-
zolt modell egy altalanositott input-output modellkeretbdl indul ki és az egyes
agensek kozti kapcsolatokat ugynevezett interakcids fiiggvényekkel irja le. Ki-
mutatjak, hogy a termelGket ér6 idioszinkratikus sokkok hatdsat az input-output
hélézat aszimmetriaja képes felerdsiteni, hozzajarulva ezzel a makroszintii kibo-
csatds volatilitdsahoz. Jellegébdl fakaddan az input—output modellekben csak egy
szerepl6tipus, a termeldk kozotti halézat tulajdonsagai vizsgélhatok. Jelen ta-
nulmény ezzel szemben egy piac két oldalat (fogyaszté illetve termeld) expliciten
megjeleniti és a két szereplGtipus kozti kapcesolatrendszert vizsgalja — azonban nem
vizsgél egyedi sokkhatdsokat. A [2]-ben bemutatott modell, hasonléan az altalunk
hasznalt modellhez, mar két szereplGtipussal dolgozik: termeldk és fogyasztok egy
hélézatba rendezett struktirajat vizsgalja. Elemzésiik azonban csak duopdliumra
(Bertrand-duopélium) terjed ki a termel6i oldalon, és a fogyasztékat 6sszekotd ha-
l6zat szerkezetébdl fakadd halozati externédlidk hatasat vizsgaljak a termelGk egyen-
sulyi drazasi magatartdsara. A fogyasztok kozotti kapcesolatokra koncentralva ez a
modell nem foglalkozik a fogyasztdk és a termel6k nem teljes kapcsoltsagabol ere-
do korlatozott arinformacidkkal, amely viszont a jelen tanulmanyban bemutatott
modell kulcseleme.
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Altalanosabb halézati jaték keretein beliil a [3] szerz6i megmutatjik, hogy az
egyedi halézati szereplok eredményessége fiigg a halézatban elfoglalt helyzetiiktol
(centralitdsuktdl), valamint a halézati rendszer aggregalt teljesitménye is osszefiigg
a halozati szerkezettel. A modell tobbszereplés, de egyetlen szereplGtipust alkal-
maz, szemben az altalunk hasznalt kéttipusos felépitéssel. Ehhez hasonl6é tobb-
szereplds, de egy tipussal dolgoz6 modell taldlhaté [5]-ben, amelyben a szereplék
kapcsoltsdgat reprezentdlé graf nem (feltétleniil) teljes, és exogén adottsdgként
jelenik meg, akarcsak a mi megkozelitésiinkben. Egy teljes informadciés jatékot
elemeznek és a legjobb-valasz alapjan a Nash-egyensuly unicitasat vizsgaljak. A
[9]-ben bemutatott modell kvadratikus kifizetéfiiggvény mellett egy stilyozatlan,
exogén, nem feltétleniil teljes halézatot vesz alapul tovabbra is egyetlen dgensti-
pus mellett. A halézati hatdsok itt a hasznossédgi fiiggvényen keresztiil jelentkez-
nek, ami az egyéni eréfeszitések hatasa mellett tartalmazza a nem egyéni jellegli
eréfeszitések (peer effort) hatdsait is.

A [6]-ban bemutatott tobbszereplés modell mér két szereplStipussal, termelék-
kel és fogyasztékkal dolgozik. A kapcsolati szerkezetet (halézatot) viszont [2]-hoz
hasonldan a fogyasztdk kozott (exogén adottsagként) vizsgdlja. A fogyasztdk hasz-
nossagi fiiggvényében megjelenik a termékar, azonban nem viszonyitjak az adott
termék arat egy altaluk ismert benchmarkhoz (drindexhez), ahogy ez az altalunk
haszndlt modellben torténik. Hasonlé modell taldlhaté [10]-ben, ahol a kifizetd-
fliggvény hatterében egy exogén, fogyasztok kozott értelmezett silyozott kapcso-
lati hal6 all. Termel6i oldalon els6sorban duopdliumot feltételeznek, de megjelenik
az oligopol vagy monopol struktira is. Egy adott fogyasztd hasznossagi fiiggvé-
nye figyelembe veszi egyrészt azt, hogy a vele kapcsolatban 4ll6 fogyasztok mennyit
fogyasztanak, masrészt azt az 6sszkiaddst, amelyet az dltala fogyasztani kivant ter-
mékek mennyisége eredményez (igy megjelennek a fiiggvényekben a termékdrak is).
Itt sem jelenik azonban meg a kifizet6fliggvényben az arindex, mint referenciaar.
Monopolisztikus verseny, termékdifferencidlas és egyfajta térbeliség (térgazdasdgi
dimenzid) is megjelenik a [16]-ban bemutatott modell esetében. Szintén exogén,
a termelOk kozott értelmezett silyozatlan halézatot definidlnak, amely nem fel-
tétleniil teljes. Ezen a strukturan egy kvadratikus hasznossédgi fiiggvényt hataroz-
nak meg, melybdl olyan keresleti fliggvényt szarmaztatnak, amelyben az dltalunk
hasznélt médszerhez hasonléan mar megjelenik egy bizonyos tipusi arindex. Ez
az arindex az drak stlyozott osszege, a stlyokat pedig a Bonacich-centralitas (ldsd
[7]) alapjdn definidljdk. Bar ez a mddszer is figyelembe veszi az drazds sordn a
hélézati szerkezetet, azonban egyrészt a termel6i hal6zaton beliili centralitds alap-
jan egységesen siulyoz szemben az altalunk hasznélt termel6é-fogyaszté héldzattal,
masrészt az arindex silyait kozvetleniil a centralitashoz koti, mig a mi esetiinkben
az arindexek az egyes fogyasztok szamara kiilonbozoek lehetnek. Fontos megko-
tés az is, hogy a fogyasztdk és termelGk szama azonos, ami azonban az altalunk
bemutatott modellben nem feltétel.
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Osszességében az latszik, hogy a hasonld problémat vizsgalé tanulményok jel-
lemzoen halézati jatékként vizsgaljak a kérdést és kiinduldsi pontjuk valamilyen
kvadratikus hasznossagi fliggvény. Az altalunk hasznalt modell mell6zi a hasz-
nossagi megalapozast, ezzel szemben egy jol definialt egyedi keresleti fiiggvényre
épit. Hangsulyos szerepe van a halézati szerkezetet megjelenito, termelo-fogyaszto-
tipusu paros grafnak, ami szintén megkiilénbozteti modelliinket a kordbban vizs-
galt problémaktdl — az arazasi magatartdsban igy a kétfajta szerepld interakcids
halézatdbdl fakadd hatasokat tudjuk vizsgédlni. Ez utébbira mindeddig nem talél-
tunk példat a szakirodalomban.

A cikk tovabbi felépitése a kovetkez6: a jelen, szakirodalmi kitekintéssel egy-
bekotott, bevezetést kovetden a masodik részben felirjuk az alapmodellt, a har-
madikban vazoljuk a vizsgalni kivant problémat, és ismertetjiik az egyensilyi ar-
vektor 1étezésére, egyértelmiiségére vonatkoz6 bizonyitdst (f6bizonyitds), majd az
ezt kovetd fejezetekben harom tovébbi (kiegészité) részbizonyitdst mutatunk be.
Tanulméanyunkat Gsszegzéssel zarjuk.

Itt jegyezziik meg, hogy a (f6)bizonyitdst kovetd tovabbi bizonyitdsok — més-
mas mbdszertani eszk6zok segitségével — az elsé bizonyitas egyes részleteit repro-
dukaljak. Tehat (mindossze) az elsd bizonyitds valamely részletét kozelitik meg a
tovébbi (rész)bizonyitdsok djabb szemszogbol és eszkozok felhasznalasdval.

2. Az alapmodell leirasa

Induljunk ki egy N > 2 szereplds cseregazdasaghdl. Ebben a modellgazda-
sdgban az egyes szereplok interakciéba lépnek egymadssal, és értékesitik egymads
szdmdra termékeiket, illetve a termeléshez sziikséges munkaidejiiket /munkadréikat
(roviden, munkat). Egy adott termeld csak egyetlen termékérral dolgozik. Minden
termel6 informalt a vele kapcsolatban 1év6 fogyaszték dontéshozatali szabalyaira,
valamint a versenytarsak araira nézve. A Kkorlatozott informécidék a fogyasztok
oldalardl jelentkeznek, legaldabbis abban az értelemben, hogy csak azon termékara-
kat ismerik, amely termel6kkel kozvetlen kapcsolatban allnak — illetve csak ezeket
veszik tekintetbe. Alkalmazzuk a versenyz6i piacok szokasos feltevését, miszerint a
termel6k piaci silya viszonylag kicsi, igy dardontéseik nincsenek hatassal a tobbiek
armeghatarozasara, azaz sajdt termékdruk az egyetlen diontési vdltozo. Emellett
a szereplok tranzakcids koltségeitdl eltekintiink, valamint a termékeket végteleniil
oszthaténak gondoljuk. Az alapmodellben fészabdly szerint oligopolisztikus ko-
riilményeket tételeziink fel a termékpiacon, de a munkapiac tokéletesen versenyzé.
Feltessziik még, hogy a gazdasdgban az idGegységre esé munkabér homogén, azaz
minden termel6 ugyanakkora érabért fizet munkavallaldinak. Technikai megjegy-
zésként elérebocsatjuk, hogy az aldbbiakban csak ott és akkor jelezziik a fiiggvény-
argumentumot, ahol és amikor azt kifejezetten hangsilyozni szeretnénk.
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A szerepl6k kozotti interakeidt az (exogén) A kapcsolati métrix irja le, ahol a
métrix i-edik sordnak j-edik eleme, a;; € {0,1} azt mutatja meg, hogy a j-edik
szerepld fogyaszt-e i-t6l (a;; = 1), vagy sem (a;; = 0).

A tovabbiakban élesen elhataroljuk a termel6i és fogyasztdi oldalt, el6bbit az
{1,2,..., M}, mig utébbit az {1,2,..., N — M} halmazzal indexeljiik, N > M > 2.
Kovetkezésképpen tudjuk, hogy A € {0, 1}M*(N=M) fennzll.

Tegyiik fel, hogy a j-edik szerepld keresletét az i-edik szerepld termékével szem-
ben az x;; keresleti fiiggvény adja meg:

ZTij = byj [’Yj —€ (pi —T?j)] ) (1)

ahol b;; = a;;/ 22/[:1 akj, v; > 0 egy rogzitett konstans, € > 0 a termékek differen-
cidltsagahoz kapcsolodd érzékenységi paraméter, p; a i-edik szereplé termékének
dra, p; pedig a j-edik szerepld dltal érzékelt drindex. Utobbit a kbvetkezd silyozott
atlaggal hatarozzuk meg:

M
D= brjpk, (2)
k=1

mivel teljesiil, hogy 224:1 by; = 1.1
A késobbiekre nézve, a kénnyebb atlathatésig érdekében b;;-t atirjuk:

bij = =~ (3)

ahol d; = 224:1 ar; a j-edik szerepld fokszamat, jelen kontextusban a fogyasztott
termékvariansok szamét jelenti. A b;; értékeket rendezziik a B matrixba! Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ennek a maétrixnak a j-edik oszlopdban 0-k és pontosan d;
szamu 1/d; érték all.

Mivel modelliink oligopolisztikus versenyfeltételek kozott értelmezett, ezért a
tovabbiakban érdemes feltételezni, hogy minden fogyaszté legalabb két termékval-
tozatot fogyaszt. Kovetkezésképpen minden j-re d; > 2. Ez pedig azt eredményezi,
hogy b;; < 1/2 minden ¢ és j péarra.

LA (1) keresleti fiiggvényt nem értelmezziik, ha: (i) ¢ — 0, tehat ha a termékeket vésarols
fogyasztdk érzéketlenek az drvaltozdsra; (ii) € — oo, tehdt ha a termékeket vdsdrold fogyasztok
,végteleniil” érzékenyek az arvéltozdsra; (i) adott fogyaszté dltal vasarolt termékvaridnsok sza-
ma minden hatdron til ndvekszik (ez burkoltan feltételezi a termel&k szdmanak minden hatdron
tdli névekedését). Kovetkezésképpen a (1) szerinti keresleti fiiggvény biztosan nem alkalmas
a tokéletes verseny lefrdsara. Emellett az aldbbiakban bevezetiink még egy korlatozast, amely
a monopdliumok modellezését zarja ki. Tehat oligopolisztikus koriilményeket fogunk vizsgalni,
megallapitdsainkat ezt szem el6tt tartva kell értékelni. Megjegyezziik, hogy a vizsgalt keresleti
fiiggvény egy adott fogyasztd Osszkeresletének a termékvariansok egy lehetséges leosztdsat adja
meg.
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Feltételezziik, hogy a szerepldk jol informéltak és ismerik a termékiikkel szem-
ben tdmasztott keresletet:

N-M N-M N-M M
yi = Z Tij; = Z bijv; — € Z bijpi — Ezbkﬂ?k? (4)
=1 =1 =1 k=1

vagyis a termelSk termékei iranti kereslet nemcsak az adott termel6, hanem elvben
minden més termeld araitdl is fiigg. Termelési oldalrdl feltessziik, hogy az i-edik
termel6 pontosan y; mennyiséget termel:

vi(p) = al;, (5)

ahol @ > 0 a munka termelékenységi paramétere, ami az idéegység alatt eléallitott
termékmennyiséget mutatja meg; ¢; > 0 a munkadrdk szama. Feltételezve még,
hogy minden termel8 egységesen w > 0 drabért fizet, az i-edik termeld m;(p) =
piy; — wl; nyereségfiiggvénye atirhaté?:

WyYi
7i(P) = piyi — . (6)

ahol p = (p1,p2,...,pn)" az drakat tartalmazé oszlopvektor (drvektor). A fenti
forma kiemeli, hogy az egyes termelOk profitja nemcsak sajat, hanem minden maés
termel6 arvalasztasatol is fligg.

A fent leirtakat felhasznalva egy tiszta stratégian alapuléd jatékot fogunk defi-
nidlni, megadva annak norméalforméjat. Ebben a jatékban a jatékosok Z halma-
zat a termelSk alkotjak, ezért Z = {1,2,..., M}. Az i-edik termeld stratégiahal-
maza A; = [0,00], ami azt jelenti, hogy barmilyen nemnegativ drat megallapit-
hat. Az A, elemeit az eddigieknek megfeleléen p; fogja jelolni. Kovetkezéskép-
pen p € XM, A; egy stratégia- vagy akciéprofilt ad meg. Bevezetjiik tovabba az
A ={A, Ay, ..., Apr} tiszta stratégiahalmazok alkotta halmazt. Az i-edik termeld
kifizetéfiiggvénye m;, illetve P = {1, 7o, ..., mas } ezek halmaza.

2.1. Definicio. Az eddigieket figyelembe véve, a széban forgé jaték normdlfor-
mdjan a
G=(Z,AP) (7)

strukturat értjiik.

Célunk a tovabbiakban olyan p arvektor 1étezésének és egyértelmiiségének iga-
zolasa, amelyre igaz, hogy

Ti(Pi, P—i) > T (p;’p—i)7 (8)

ahol p_; = (P1, .0 Pi1,Dit1s D), illetve p; € A; a p; egyensulyi termékarral
nem feltétleniil azonos termékar. Kovetkezésképpen egy tiszta stratégidan alapulo
Nash-egyensulyt kerestink.

2Megjegyezziik, hogy az emlitett specidlis alakt termelési fiiggvény azt eredményezi, hogy
munkafelhasznélas nélkiil nem lehetséges termelni.
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3. Az egyensilyi arvektor egzisztencidjanak és unicitasanak igazolasa
(f6bizonyitas)

Az aldbbiakban megvizsgéljuk, hogy az egyes szereplok milyen feltételek mellett
képesek profit-maximalizalé drat meghatarozni. Az egyensilyi, tehdt minden i
termel6 szamara optimalis arvektor meghatarozasahoz az i-edik szereplének meg
kell oldania a

R(pi7 pf’L) = argen;iax {pzyl - wjl } 77; = 17 27 sy M (9)
pi i

feladatot. Ebben az tsszefiiggésben p; az egyetlen valtozo, a tobbi termel6 termék-
4ra (p_;) pedig a korabbi feltételezésiink szerint adott. Igy 72 az i-edik termeld
legjobb-vélasza (erre utal a jobb felsé index)? a versenytarsak (p_;) drai mellett.

Az elsbrendii sziikséges feltételt a kovetkez6 egyenlet adja meg (i = 1,2, ..., M):

Oimi =y + pi0iyi — g51‘% =0
«

i)

N—-M N-M M N—-M N-M
Oimy = Z bijy; + € Z Zbijbkjpk —pi Z bij — pi Z bij (1 — bi;)
j=1 j=1 k=1 j=1 j=1
ﬂ Z _ =0,
@ J=1
(10)
ugyanis a kordbbiakban bevezetett fogalmakbdl tudjuk, hogy
N-M N-—M N-M N-M
p) = Z Tij = Z bij ['Yj —€ (pi *ﬁj)] = Z bij’yj — €p; Z bij
j=1 j=1 j=1 j=1
N-M M
€ Z Zbijbkjpk (11)
j=1 k=1

N—-M

Z (1—by). (12)

Ezt felhasznalva ellenérizhet6, hogy az elsérendii feltételrendszert tomorité
matrixegyenlet:

BI'ly u +¢(BBT - B - C)p+ 2Cly =0y, (13)
«

3Be fogjuk l4tni, hogy WFR valéban az i-edik termeld legjobb vélasza, vagyis az egyenstlyi
arvektor egyben tiszta stratégia melletti Nash-egyensily (lasd [15, 16]).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



254 SZABO BALAZS, SEBESTYEN TAMAS

ahol I' diagondlis métrix, amely fédtldjanak i-edik eleme ~;; B diagonalis matrix,
amely féatlojanak i-edik eleme Y7 " b;;; C diagondlis métrix, amely f64tl6jd-
nak i-edik eleme Z;\;M bi; (1 — bij), illetve 1 5_ar, 17 a megfelel6 méretii, csupa
1-esbdl all6 Gsszegzovektor és 0y a csupa 0-t tartalmazé megfelel6 méretii oszlop-
vektor. _

Ha Q = B + C — BB invertalhaté, akkor a p arvektor egyértelmiien megha-
tarozott:

1
p=-Q! (BI‘lN_M+gClM>. (14)
€ (8%

Annak érdekében, hogy a probléma megolddsahoz kozelebb jussunk, olyan feltételt
igyeksziink meghatarozni, amely teljesiilése esetén az emlitett inverz létezik. En-
nek sordn felhasznaljuk, hogy amennyiben egy matrix f6atléjan allé6 minden elem
abszolutértéke szigoruan nagyobb a féatlon kiviili sorelemek abszolutértékeinek
osszegénél (diagondlis dominancia), akkor a matrixnak van inverze?. Ha Q i-edik
soranak k-adik eleme ¢;;, akkor az el6bbi verbdlisan megfogalmazott allitas for-
malisan azt jelenti, hogy |g;;| > Z%l |gir|. Az utébbi feltétel a kovetkezd konkrét

egyenlGtlenség teljesiilését kivanja meg:

N—M M N—-M
23 bii(1=bij) > > > bijhy (15)
j=1 ’;; Jj=1

M N-M MN—MaHakl N-M M N_Malz(dv—azv)
D N S S T
k=1 j=1 k=1 j=1 ) j=1 J k=1 j=1 J
k#1 k#i k#1 (16)
N-M s N-M
- - (1— d?) = > bi;(1—b).
j=1 J j=1
Innen pedig adédik, hogy elegendé megkovetelniink, hogy
N-M
Z bz’j (1 — b”) >0.° (17)
j=1

Ez teljesiil, ha tetszdleges ¢ termeld esetén létezik olyan b;; érték, amelyik 0-tdl
és 1-t6l kiilonbozik. Tehat B-nek olyannak kell lennie, hogy minden sordban kell
legyen legalabb egy 0-t6l és 1-tdl kiillonbozd érték. Ekkor viszont biztosan lesz
olyan j fogyaszté minden egyes i termeld esetén, amelyre teljesiil, hogy d; > 2.

4Utébbi 4llitds Gersgorin tételének (lasd [12]) a kévetkezménye.

5Megjegyezziik, hogy az egyenlétlenség bal oldala a B - BBT f6atldjanak i-edik eleme. Ez
pedig azt jelenti, hogy B # BBT.
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Ez pontosan akkor teljesiil, ha minden termel6 esetén létezik az adott terme-
16vel kapcsolatban all6 olyan fogyasztd, amely legalabb kétféle terméket fogyaszt.
A kozgazdasdgi intuicié az eredmény mogott az, hogy az (1) szerint, ha valamely
fogyaszté csak egyetlen termel6tol vasarol, gy nem értelmezhetd az arérzékenysé-
ge: az artdl fiiggetleniil konstans kereslettel jelentkezik az adott termel? irdnyaba,
igy utébbi szamaéra irrelevanssd valik az ardontés, hiszen a konstans mennyiséget
tetsz6leges dron képes értékesiteni. Mésképpen a (17) feltétel gy is értelmezhetd,
hogy a keresett arvektor pontosan akkor létezik egy dltalunk hasznalt interakcids
strukturaban, ha minden termel$ a sajat drdontéséhez figyelembe tud venni leg-
aldbb még egy termel6i drat, hiszen a vele kapcsolatban 4ll6 fogyaszté(k) érzékelt
drindexét feltételezésiink szerint ismeri. Megjegyezziik, hogy d; > 2 minden j-re
teljesiil, hiszen ezt méar az alapmodell leirasakor feltettiik.

Az iménti gondolatmenet azonban még nem kielégité. Be kell ldtnunk ugyanis,
hogy p minden koordinatdja nemnegativ. Ennek igazolasdhoz tekintsiik a

V=Iy-rQe Q= (Ty-V) (18)

métrixot, ahol 0 < xk < 2/(N — M) konstans és Ins az M x M-es egységmatrixot
jelsli.® Ha teljesiil, hogy [|[V]leo < 1, akkor Q7! = k(Ipy — V)1 = x> 07 V"
irhat6.” Emellett, ha még az is igaz, hogy a V minden eleme nemnegativ, akkor
Q! elemei biztosan nemnegativak, tehdt p > 0y (s6t p > 0j7, mert Q~1-nek
nem lehet csupa 0 sora).

Els§ 1épésben vizsgaljuk V f64tlobeli elemeinek abszolutértékét és egy adott
féatlébeli elemmel azonos sorban all6 diagondlison kiviili elemek abszolitértékeinek
Osszegét. A matrix i-edik f6atlébeli elemének abszolutértékére igaz, hogy

N—-M

N—-M N—-M N-M
RO U+ D bl = 1) = D0 by +1 S 1=26 37 by (1-by), (19)
j=1 Jj=1 J=1

j=1
mivel —1/4 < b;;(b;; — 1) < 0 minden i-re. A f64tlén kiviili elemek abszolatérté-
keinek Gsszegére teljesiil, hogy

M N-—-M N—-M
I{Z Z bijbkj =K Z bzy(]- - bv]) (20)
b=l I=1

Mindebbdl pedig mar megkapjuk, hogy ||Vl < 1, tovdbba megfelel k vélasz-
tdsa mellett az is teljesiil, hogy V elemei nemnegativak, sét legalabb a féatlobeli

6Lathaté, hogy V fiigg k értékétdl, azaz eltérd  eltéré V-t eredményez. Ezt azonban a jelslés
szintjén nem hangsilyozzuk.

7Az imént megfogalmazott 4llitds annak a kdvetkezménye, hogy ha V sajitértékei a komplex
egységkoron beliil vannak, akkor a széban forgé felirds létezik. Mivel pedig p(V) < ||V||oo, ahol
p(V) a V métrix spektralsugara, {gy, ha ||[V||sc < 1, akkor ez mar garantélja a fenti végtelen sor
konvergencidjat.
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elemei pozitivak. Ezzel belattuk, hogy az egyensilyi arvektor koordinatai nemne-
gativak, sét egyetlen koordinatéja sem 0.8

Az eddigieket foglaljuk 6ssze a kovetkezé tételben:

3.1. TETEL. Ha minden termel6vel kapcsolatban all (téle vésdrol) legaldbb
egy olyan fogyaszto, amely legalabb egy masik termékvarianst is fogyaszt, akkor
a (9) probléménak létezik megolddsa. A bizonyitds szerkezetébdl ldthatd, hogy
egyetlen megoldas addédik.

3.1. Megjegyzés. A tétel feltétele automatikusan teljesiilni fog, hiszen elézdleg
feltettiik, hogy d; > 2 minden j-re.

3.2. TETEL. A kapott drvektor valéban tiszta stratégidn alapulé Nash-
egyensiily, azaz (10) megolddsa egyben megolddsa a (9) feladatnak is.

Bizonyitds. Ennek igazolasa a 9?m; masodrendii (parcidlis) derivalt vizsgalata-
ra korlatozhaté minden egyes ¢ termelore nézve. Ha ez minden i-re negativ, akkor
a p; termékdr megolddsa a (9) feladatnak. Az emlitett derivéldst elvégezve, min-
den i-re adédik, hogy 92m; = —2¢ Z?:M bi; (1 — bij). Ez viszont negativ, hiszen
d; > 2 minden j-re. a

4. Els6 részbizonyitas

Ebben a szakaszban egy olyan gondolatmenetet mutatunk be Q! létezésére
és nemnegativitasara vonatkozoan, amelyik a Perron—Frobenius tételeket hasznalja
fel (1asd [22], [23]).

Bizonyitds. Korabbi levezetéseink miatt tudjuk, hogy a Q1,; vektor Osszes
koordindtaja pozitiv, valamint az i-edik helyen 4116 elem Y ™ b; (1—b;;). Ebbél
persze az is kovetkezik, hogy ||Q|lcc > 0. Ezutén irjuk 4t a Q métrixot | Q|lccInr —
(11QllccIns — Q) alakira. Ebbé] pedig mar kovetkezik, hogy

1Qllcc1ar > ([QllocIar — Q) 1ar = Ou, (21)

sOt az els6 egyenlGtlenség jobb oldalan all6 vektor adott koordindtaja biztosan
szigoruan kisebb a bal oldalon 4116 vektor megfeleld koordinatajandl. A ||QllccIar—
Q maétrix legnagyobb sajatértékét p(||QllcoIns — Q)-val jelolve, biztosan teljesiilni
fog a

1Qll = £(I1QllscIr — Q) (22)

8A Q! elemeinek nemnegativitdsa mas médon is beldthaté. A binomidlis invertdlds tétele
(lasd [21]) szerint: (B+C —BBT)™' = 3% [(B+C) 'BBT|"(B+C)~'. Mivel B+ C
inverze az a diagondlis mdatrix, amelynek i-edik féatlébeli eleme a B+C diagonalisban &ll6 -
edik elemének az inverze, igy az iménti végtelen Gsszeg minden tagja olyan matrix, amelynek

nemnegativ elemei vannak.
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egyenlétlenség. Mivel azonban biztosan van olyan K € (0,1) valés szdm, hogy
KQlloo1ar > (1QllccXar — Q) 1as, (23)
ezért megallapithatd, hogy
1Qllsc > p([1QllcIar — Q). (24)
Mindebbdl kévetkezik, hogy Q! 1étezik és elemei nemnegativak. ad

5. Masodik részbizonyitas

Ebben a szakaszban a Banach-féle fixponttételre (14sd [4]) alapozva mutatunk
egy figyelemre mélt6 részbizonyitast a (10) egyenletek alkotta egyenletrendszer
megoldhatésdgara és a megoldés egyértelmiiségére.

Bizonyitds. Els6 lépésben fejezziik ki p;-t a (10) egyenlet alapjin az aldbbi
médon (i =1,2,..., M):

N—-—M M
S bi 2=t 2= bigbepe
; + : + = 25)
bi = N— M N—M 2 (
23000 by (L—=by) 235557 by (1 —byj) @
Fi(p)

A leirtakbdl kovetkezik, hogy a
pi:Fi(p),izl,Z...,M (26)

fixpontprobléma megolddsa pontosan (10) egyenletrendszer megoldésit adja.

Néhdny ténymegéllapitdssal folytatjuk. Mivel a (16) gondolatmenet alapjin
lattuk, hogy Z?:M bij (1 — b)) = %1 Z;V M bijbr; igaz, ezért egy dtosztés
utan teljesiil, hogy

T i b 3% 1 (27)
N
S b (1 byy) ’

) N— M ) )
és w;j = Zk Vhijhig/ 5 big(1=bij) (1=1,2,.., M, j =1,2,..,N = M).

Most nezzuk a kovetkezo becslést, ahol p egy p-vel nem feltétleniil megegyez
nemnegativ arvektor:

o) — ()] = L[ it bt (0 =70)
i\P) — 15 P)| = 3 N—M
2 Sjor big(1—10iy)

28
Y (28)
<1max| —A|Zw~:1max| — Dkl
= Pk — Pk =~ i 9 Pr — Pk| -
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Mivel az egyenl6tlenséget minden F; teljesiti adott p és p mellett, {gy
~ 1 .
max |F;(p) — F; ()] < 5 max |px — Pl - (29)
Ha pedig F = (Fy, Fy, ..., Far) T, akkor a

IF(P) = F (Pl <allp - Pl (30)

kontrakeié teljesiil ¢ = 1/2 kontrakciés konstanssal. Mivel F a X, A; halmazbdl
onmagaba képez, ezért a Banach-féle fixponttétel miatt pontosan egy nemnegativ
grvektor adédik.? O

6. Harmadik részbizonyitas

Ebben a szakaszban [19] és [20] eredményeit alkalmazva mutatunk egy tovabbi
részbizonyitédst a keresett Nash-egyensily létezésére és egyértelmiiségére.

Bizonyitds. A p arvektor a (8) értelmében pontosan akkor tiszta stratégidn
alapulé Nash-egyensily, ha eleget tesz a

~G(p)(p—p) >0 (31)

varidcids egyenlétlenségnek a XM, A; halmazon, ahol

G XM A = XM Ay p v (G1(P), Ga(P) - G (P)) (32)
Gi = 81‘71',‘,2' == 17 2, ceey M,
valamint p' € XM, A; tetszdleges arvektor.

Az A; nemiires, zart és konvex minden i-re, igy a X A; halmazra is ugyanez
igaz. Kordbban azt is lattuk, hogy m; konkav p;-ben minden i-re, ezért [13] alapjan
pszeudokonkav is. Mindez biztositja az iménti variacids egyenlGtlenség teljesiilését
a Xf‘ilAi halmazon.

Ezenkiviill, ha G szigorian monoton, akkor egyetlen egyensilyi arvektor van.
Legyen p > p egy Ujabb egyensulyi arvektor. Ekkor

~G(p)(p—p) >0 (33a)
~G()(p-p) >0. (33b)

9Megjegyezziik, hogy a Banach-féle fixponttétel egy tovabbi lényeges kovetkezménye, hogy
a rendszert tetszOleges po > 0 kezdSpontbdl inditva a pny1 = F(pn) iterdcié az egyenstlyi
arvektorhoz konvergdl. Ez ramutat arra, hogy amennyiben az arakat valamilyen sokkhatés ki-
mozditja az egyensulynak megfelel helyzetbdl, a termelék raciondlis profitmaximalizdlé dontései
nyomdan oda visszatér akkor is, ha az drmeghatdrozds nem szimultdn, hanem az egyes terme-
16k a versenytarsak arait megfigyelve és azokat adottnak véve fokozatosan mddositjak araikat a
profitfiiggvényiik alapjan.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



EGYENSULYI AR OLIGOPOLISZTIKUS VERSENYKORNYEZETBEN... 259

Az egyenlStlenségeket Osszeadva

(G(P) - G(p))(p—D) > 0. (34)

Ez az egyenl6tlenség nem teljesiil a szigorii monotonitds miatt, igy p = p.
Egyszertien igazolhaté, hogy ha p;/ > p;», akkor

" " ’

ij(pi ) — wij (pi) = —ebis (1= bij) (p; —p;) <0, (35)
teljestil, illetve ezentul
NiM " !
€ Z bij (1= bij) (p; —p;) >0 (36)
j=1
is igaz. Innen azonnal kapjuk, hogy a
N-M
0imi (p;) — 0;mi pZ = 2¢ Z bij (1—bi;) (p; —p;) >0 (37)
j=1

megvéltozas pozitiv. Ezzel belattuk G szigori monotonitasat, ami tehat az unici-
tas elégséges feltétele. ad

7. Osszegzés

Ebben a dolgozatban egy olyan piaci modellt vazoltunk fel, amelyben a terme-
16ket és a fogyasztokat exogén héldzati struktira kapcsolja 6ssze. Amennyiben nem
teljes, ez a haldzat korlatozza az eladé-vevé interakcidkat és ezéltal az arinforméa-
ciok terjedését /rendelkezésre dllasat. F6 kérdésiink az volt, hogy az adott linearis
keresleti és termelési fliggvények mellett, oligopolisztikus versenykoriilmények ko-
zepette és — adott esetben — korlatozott informaltsag mellett 1étezik-e egyensulyi
arvektor, méghozza tiszta stratégian alapulé Nash-egyensuly értelmében. Kérdé-
stinket tehat alapvetéen egy nemkooperativ jatékelméleti kontextusban vetettiik
fel.

A legfontosabb eredményiink alapjan egy jol meghatarozott feltételrendszer
(megfelels keresleti fiiggvény, termelési fiiggvény stb.) mellett tetszéleges, koz-
gazdasagi szempontbdl relevans haldzati szerkezet esetén egyértelmiien létezik
egyensulyi arvektor. Az egyensulyi arvektor létezésére és egyértelmiiségére egy
(f6)bizonyitast adtunk, majd a tovabbi részbizonyitdsokban ennek egyes részleteit
lattuk be (Gjra) mas-mds moédszertani eszkozokkel. A (f6)bizonyitds soran elss-
sorban a Gersgorin-tételre, a masodikban részbizonyitdsban a Perron—Frobenius-
tételre, a harmadikban részbizonyitasban a Banach-féle fixponttételre, mig az
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utolsé részbizonyitasban a varidciés egyenlStlenségek témakorének eredményeire
épitettiink. Hangsilyozzuk, hogy az altalunk vizsgalt feltételrendszer, illetve alap-
probléma a relevans szakirodalomhoz képest 1ij kontextust jelent: a piac két oldalat
expliciten megjelenité és korlatozott eladé-vevd kapcesoltsdgot feltételezé modell-
ben az armeghatarozéas kérdéseit eddig nem vizsgaltak. Ezenkiviil a fo- és az egyes
részbizonyitdasok soran bemutatott mddszerek sem feltétleniil dominalnak a széban
forgd kérdéskorrel foglalkozé munkéakban, igy ez is ijdonsagnak tekintheto.
Tovabbi kutatasok targya lehet a piaci szereploket 6sszekapcsold halézat szer-
kezete és az egyensiilyi drvektor egyes tulajdonsagai kozotti kapcsolat feltarasa.

Ko6szbnetnyilvanitas

A kutatdst az Innovaciés és Technoldgiai Minisztérium FelsGoktatasi Intézmé-
nyi Kivalésagi Programja finanszirozta, a Pécsi Tudoméanyegyetem 4. témateriileti
programja keretében. A szerzok eziton szeretnék megkoszonni a biralok koriilte-
kint6 és épito jellegii észrevételeit, amely a tanulméany szinvonaldnak javitdsdhoz
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PRICE EQUILIBRIUM UNDER OLIGOPOLISTIC CIRCUMSTANCES IN CASE OF
IMPERFECT INFORMATION

BALAzS SzABSO, TAMAS SEBESTYEN

In our paper under oligopolistic circumstances we analysed what does incomplete con-
nectivity, i.e. the imperfection of information imply on price formation. This approach is a
novelty in comparison with some of the standard modelling frameworks, which assume complete
connectivity and the exact knowledge of the aggregate price index. In our model connectivity
is arbitrary, which leads to the distinctness of perceived price indices concerning each agent,
moreover, the symmetry of the standard model is also violated. Supposing market clearing we
prove that in case intuitive assumptions hold, there exists a nonnegative equilibrium price vector
(pure strategy Nash equilibrium). In our work we put emphasis on the methodological side of
the model, first and foremost our aim is to demonstrate existence and other supplementary proofs.

Keywords: oligopolistic competition, equilibrium price vector, diagonal dominance,
Gershgorin’s theorem, Perron-Frobenius theorems, Banach fixed point theorem, varia-

tional inequality.
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