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LINEARIS PROGRAMOK A MAXIMALIS ELSULYU KLIKK PROBLEMARA

SZABO SANDOR, SZTOJKOVICS DORA

Egy adott grafban a maximalis élsulyd klikk megtaldldsa egy ismert és
fontos probléma, sok alkalmazdssal. A probléma megoldasara léteznek a li-
neéris programozas eszkozeit, valamint linedris programozassal nem kapcso-
latos kombinatorikus alap, keresési fat hasznalé algoritmusok is. Egy olyan
tanulmanyhoz [6] fliziink megjegyzéseket, amelyben a szerzék egy kombi-
natorikus alapd algoritmust hasonlitottak 6ssze kettd linedris programozas,
és egy kvadratikus programozés alapu algoritmussal. Az [1] és [6] cikkben
szerepld egyik programot mddositjuk. A médositasokhoz a graf csicsainak
és éleinek szinezésével jutunk. Az Gj programokat numerikus kisérletekben
teszteltiik.

1. Bevezetés

Legyen G = (V, E), V = {v1,va,...,0,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf.
Tekintsiik V-nek egy C' C V részhalmazat. C klikk G-ben, ha barmely két csiicsa
kozott fut él, azaz minden v;,v; € C (1 < 14,5 < n,i # j) esetén {v;,v;} € E. Ha
|C| = k, akkor azt mondjuk, hogy C egy k-klikk. C' maximum klikk G-ben, ha
minden K C V klikk esetén |K| < |C|. Ekkor a klikk méretét (csticsainak szdmét)
az w(G) szimbSlummal jeloljitk és a G klikkszdménak nevezziik. Ha w(G) = k,
akkor a klikk éleinek szama (¥) = 25U ¢ maximalis klikk G-ben, ha tovabb
nem bdvithetd, azaz barmely v; € V,v; ¢ C csicsot hozzdvéve C-hez a kapott
C U {v;} halmaz mér nem alkot klikket. A definiciébdl kiovetkezik, hogy minden
maximum klikk maximalis, de nem minden maximélis klikk maximum klikk.

G graf minden {u,v} € E éléhez rendeljiink hozzd egy w.(u,v) nemnegativ
értéket, igy egy élsilyozott grafot kapunk. Keressiink G-ben egy olyan klikket,
amelyben az élek silyanak Osszege maximalis. Ez egy sokat vizsgdlt NP-nehéz
probléma fontos alkalmazdsokkal ([4], [5], [7], [8]), amit maximadlis élsulyd klikk
probléménak neveziink. A [6] cikkben a szerz6k mutatnak egy olyan kombinato-
rikus alapu algoritmust, amely gyorsabban szamolt az altaluk tesztelt grafokon,
mint mas, linedris programozas alapd algoritmusok. Célunk a cikkben mutatott
vegyes-egészértékli program maédositasa volt, amihez lokalis csticsszinezést és él-
szinezést, valamint globalis élszinezést hasznaltunk.
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1.1. Csucsszinezés

Szinezziik ki G graf csucsait agy, hogy a kiovetkezd feltételek teljesiiljenek:

1. Minden csucsnak pontosan egy szine van.

2. Ellel 6sszekotott csicsok kiilonbozé szinfiek.

Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor a csicsok jo szinezésérol beszéliink. Tegyiik
fel, hogy G cstucsai k szinnel jél szinezhetok, de k — 1 szinnel mar nem. Ekkor a k
szamot G kromatikus szdménak nevezziik, és x(G) szimbdlummal jeloljiikk. x(G)
meghatarozasa egy NP-nehéz optimalizalasi probléma.

1.2. Elszinezés

Szinezziik ki G graf éleit igy, hogy teljesiiljenek az aldbbi feltételek:

1. Minden élnek pontosan egy szine van.
2. G-ben béarmely haromszog (3-klikk) mindhdrom éle kiilénbozé szindi.

3. G-ben bérmely teljes négyszog (4-klikk) mind a hat éle kiilonboz6 szint.

Ha ezek a kritériumok teljesiilnek, akkor az élek élesitett! j6 szinezésérél beszé-
lilnk. Az élek j6 szinezése egy ismert fogalom, amit akkor hasznalunk, ha az egy
kozos csucsra illeszkedd élek kiillonbozd szintiek. A mi esetiinkben egy csucsra
illeszkedhetnek azonos szinii élek is.

A [6] cikk szerzdi olyan vegyes-egészértékii programot hasznéltak az 6sszehason-
litdsban, melyben a valtozok egy része bindris volt. Mi olyan szempontbdl vizsgal-
tuk a programot, hogy a linedris relaxdcidja, amelyben a bindris valtozéknak meg-
engedjiik, hogy tetszéleges 0 és 1 kozotti valos értéket vegyenek fel, mennyire koze-
liti jél az optimumot. Az igy kapott linedris programot a vegyes-egészértékii prog-
ram linedris relaxaciéjanak nevezziik. Egy egészértékii vagy vegyes-egészértékii
program Osszes megengedett megolddsa a linedris relaxacidjanak is megengedett
megoldasa lesz. Egy maximum probléma esetén az egészértékii vagy vegyes-
egészértékil program linedris relaxaciéjanak optimum értéke mindig fels6 becslést
ad az eredeti program optimum értékére.

Az [1] és [6] cikkekben hasznélt egészértékii és vegyes-egészértékii programok
linearis relaxécidindl szeretnénk erdsebb linedris relaxacidkat kapni. A linearis
relaxacidk Osszehasonlitdasdanak két mddszerét hasznaljuk, egy elméleti jelleglit és
egy numerikus szadmolasokon alapulé mddszert:

LAz élesitett itt nem azt jelenti, hogy javitott, vagy erés, hanem azt, hogy az élszinek kiilon-
bozOségét a 3- és 4-klikkek élei alapjan koveteljiik meg.
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1. Ellendrizziik (ahol ez lehetséges), hogy az egyik linedris program megengedett
megoldasainak halmaza tartalmazza-e a masik linearis program megengedett
megoldasainak halmazat.

2. Gondosan vélasztott tesztfeladatok esetén azt tapasztaljuk, hogy az 1j meg-
fogalmazas tipikusan jobb fels6 becsléseket ad, mint a régi.

2. Egészértékii programok a maximum klikk problémara a szakirodalombdl

A maximalis élsulyu klikk probléma megoldasa el6tt tekintsiink olyan egészér-
tékil programokat, amelyek megoldjak a maximum klikk problémat.

Legyen G = (V,E), V = {v1,va,...,v,} tovdbbra is egy véges, egyszerfi, ira-
nyitatlan graf. Mutatunk harom linearis programozas alapi algoritmust, amelyek
megadjak G-ben a maximum klikket. Ezekben az egészértékii programokban nem
vessziik figyelembe az élsulyokat.

2.1. El atfogalmazas

Legyen C egy klikk G-ben, és vezessiik be az x1, 22, ..., 2, dontési valtozdkat.
A viéltozdk szama megegyezik G csucsainak szaméval. Az x; valtozé értéke 1, ha
v; szerepel a klikkben (1 <4 < n), 0 kiilonben:

1, hawv, €C,
€Tr; =
0, hawv, &C.

Ekkor a célfiiggvény a kovetkezd alakban irhato:

n
E T; — max.
i=1

Ez maximalizdlni fogja a csicsok szamat. Két véltozd Osszege akkor és csak ak-
kor lehet 2-vel egyenld, ha a megfelel6 csticsok elemei C-nek, ekkor Gssze vannak
kotve éllel. fgy, ha két cstics kozott nem fut él, akkor mindketté nem szerepelhet
egy klikkben, és a megfelels valtozdk osszege legfeljebb 1 lehet. A feltételek a
kovetkezok:

I‘i+1’j < 1, ha {’Ui,Uj} ¢E

Az €l atfogalmazdssal kapott egészértékii program:
n
maximum: Z x; (1.1)
i=1

feltételek: x; +x; <1, (v,v) ¢ E (1.2) (1)
x; € {0, 1}, v; € V. (13)
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A kovetkezé két formélisabb allitas bizonyitasa kiolvashaté a fenti megfontola-
sokbol.
Legyen U C V. Definidljuk az o’ = (a1, s, ..., a,) vektort gy, hogy

o — 1, haw; €U,
’ 0, hav, ¢U.

Az o vektort az U karakterisztikus vektordnak nevezziik.

2.1. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o7,
megengedett megolddsa (1)-nek.

2.2. ArniTAs. Ha of megengedett megoldédsa (1)-nek, és a’ a C CV karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.

2.2. Fiiggetlen halmaz atfogalmazas

A fiiggetlen halmaz atfogalmazas célfiiggvénye és a valtozéi ugyanazok, mint az
él atfogalmazas esetén. Legyen I C V olyan halmaz, amelyben semelyik két csics
kozott nem fut él, azaz minden v;,v; € I (1 <14, < n) esetén (v;,v;) € E. Ekkor
azt mondjuk, hogy I fiiggetlen halmaz. Ha minden J C V fiiggetlen halmazra
|J] < |I|, akkor I maximum fiiggetlen halmaz. I maximadlis fiiggetlen halmaz, ha
tovdbb nem bdvithetd, azaz, ha barmely v; € V,v; ¢ I csicsot hozzdvéve I-hez a
kapott I U {v;} halmaz mdr nem fiiggetlen. Minden maximum fiiggetlen halmaz
maximalis, de egy maximalis fliggetlen halmaz nem feltétleniil maximum fiiggetlen
halmaz.

Egy fiiggetlen halmazban semelyik két cstcs kozott sem fut él, ezért a halmaz
elemei koziil legfeljebb egy cstics szerepelhet egy klikkben:

Z x; <1, ahol I maximalis fiiggetlen halmaz.
vyl

A fiiggetlen halmaz dtfogalmazassal kapott egészértékli program:

maximum: Z:z:i (2.1)
i=1

feltételek: Z x; <1, I maximdlis figgetlen halmaz (2.2) (2)
vy €l
x; € {0, 1}7 v; € V. (23)

A kovetkezd két allitds indokldsa hasonlit a 2.1. és 2.2. Allitasok igazoldséhoz.

2.3. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o7,
megengedett megoldédsa (2)-nek.
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2.4. ALLfTAs. Ha o megengedett megolddsa (2)-nek, és a” a C C V karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.

A maximalis fiiggetlen halmazok elééllitasahoz egy NP-nehéz feladatot kell
megoldani, és igy a fiiggetlen halmaz dtfogalmazds nem tiinik gyakorlatilag ki-
vitelezhetének. A helyzet ennél arnyaltabb. Amikor a G grafnak sok éle van,
akkor a fiiggetlen halmazok felsorolasa megoldhaté a Bronn-Kerbosch algoritmus-
sal. Amikor G-nek kevés éle van, akkor a maximum klikk probléma oldhaté meg
elfogadhaté raforditédssal.

2.3. A Croce-Tadei atfogalmazas

Az dtfogalmazds megtaldlhaté az [1] cikkben. A célfiiggvényt és valtozdkat az
el6z6 esetekhez hasonldéan kapjuk.

Legyen N (v;) azon csticsok halmaza, amelyek nem szomszédai v;-nek G-ben,
azaz N(v;) = {u : {vi,u} € E,u € V}. Jelolje N; a v; cstics nemszomszédainak

szdmdt, N; = |[N(v;)|. Ha v; eleme a C klikknek, akkor N(v;) halmaz semelyik
eleme nem szerepelhet a klikkben, amit a kovetkezo feltételekkel irhatunk le:

v EN(v;)

Ez az egyenlStlenség a 2.1. alfejezetbeli (1) egészértékii program egyenlStlenségei
koziil a v;-re illeszked6 nem-élekhez tartozoknak az sszege. A Croce-Tadei atfo-
galmazdssal kapott egészértékii program:

maximum : le (3.1)
i=1
feltételek: N,x; + Z zj < N;, v €V (3.2 (3)
v; €N (v3)
z; €{0,1}, v, €V. (3.3)

2.5. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o,
megengedett megolddsa (3)-nak.

Bizonyitds. Legyen C klikk G-ben, és tegyiik fel indirekt médon, hogy o nem
megengedett megoldas, azaz létezik olyan 1 < ¢ < n, amire

Nia; + Z a; >N, +1.
v; EN (v;)

Két esetet killonboztetiink meg aszerint, hogy «; = 0 vagy a; = 1.
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1. eset: Ha a; = 0, akkor azt az egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

> a;=N;+1L
ijN(v,;)

a; értéke legfeljebb 1 lehet, és |N(v;)| = N;, innen kévetkezik, hogy

Ellentmondasra jutottunk.
2. eset: Ha «a; = 1, akkor azt kapjuk, hogy

v; EN (v;)

Mindkét oldalbdl kivonva N;-t a

Z Cl{jZ].

v; EN (v;)

egyenl6tlenség adédik. Ekkor létezik 1 < k < n, amelyre vy € N(v;), azaz
{vi,up} ¢ E és oy, = 1. Mivel a; = 1és o = 1, ezért v, € C ésv; € C. C
klikk, ezért {v;,vi} € E. Ellentmonddsra jutottunk.

Mindkét esetben ellentmondéasra jutottunk, ezzel az allitast belattuk. a

2.6. ALLITAS. Ha of megengedett megolddsa (3)-nak, és o’ a C CV karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.
ol megengedett megolddsa (3)-nak, és tegyiik fel indirekt
médon, hogy C nem klikk G-ben. Ekkor létezik 1 < i,k < n, i # k, amire
vi, v € C, de {v;,vp} ¢ E. Kovetkezik, hogy a; = 1, ap = 1 és vy € N(v;). af
megengedett megoldés, ezért az

Bizonyitds. Legyen «

Niai + Z a; < N;
v; EN (v;)

feltétel teljesiil. Behelyettesitve «; és oy értékeit azt kapjuk, hogy

IN

N2+1—|— Z Q; Ni-

v; EN(vi),j#k
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Atrendezve az egyenlGtlenséget

Z OZjS—l

v; EN(v;),5#k

adodik. Ellentmondasra jutottunk, mivel az Osszeg minden tagja nemnegativ.
Ezzel az allitast belattuk. O

A harom egészértékli program ekvivalens egymassal abban az értelemben, hogy
ugyanazok a megengedett megoldasaik és az optimum értékeik.

Az él dtfogalmazasban O((4) —|E|) = O(n?) feltétel jelenik meg. Vannak olyan
n csucsu gréfok, amelyek O(2") maximalis klikket tartalmaznak, és olyanok, me-
lyekben O(2") fiiggetlen halmaz taldlhaté [3]. Ezeknél a gréafokndl, ha a fiiggetlen
halmaz atfogalmazéssal szeretnénk megtaldlni a maximum klikket, akkor nagyon
sok feltételt kapunk az egészértékii programban. Ezekkel szemben a Croce-Tadei
atfogalmazds csak n feltételt tartalmaz, melyeket konnyen meghatirozhatunk a
szomszédsagi matrixbol.

A maximalis élsulyu klikk probléma megolddsira egy lehetéség, hogy a fenti
programokat tovabbi feltételekkel egészitjiik ki. A [6] cikkben a szerzdk az él dtfo-
galmazdast bovitették ijabb egyenlotlenségekkel. A Croce-Tadei atfogalmazasban
altalaban kevesebb feltétel szerepel, ezért ezt fogjuk haszndlni az él atfogalmazas
helyett.

3. A maximalis élsilyu klikk probléma

A maximdlis élsulyt klikk probléma megolddsdra a [6] cikkben kettd lined-
ris programozas alapu, egy kvadratikus programozas alapi és egy kombinatorikus
alapt algoritmust mutatnak a szerzék. A tesztelt grafok esetén a leggyorsabb algo-
ritmus a kombinatorikus alapi volt, amit a vegyes-egészértékli program kovetett.
Ennek a médositasaval foglalkoztunk.

Legyen G = (V, E), V = {v1,v2,...,v,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf,
ahogy eddig is. Jelslje N (v;) azon csiicsok halmazét, amelyek szomszédai v; € V-
nek. Legyen N7T(v;) = N(v;) N{v; : j > i}, és legyen U; = Z We (V4,V5).

v; ENT(vs)

3.1. Vegyes-egészértékii program [6]

A kovetkezd vegyes-egészértékli program optimalis megolddsa megadja a maxi-
malis élsilyu klikket G-ben:
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n—1
maximum: Z 2 (4.1)
i=1
feltételek: z; +x; <1, {v;,v;} ¢ FE (4.2)
< Y welviv)ry, v €V \{v}  (44)
v;ENT(v;)
x; € {0, 1}, v; € V. (45)

A (4) vegyes-egészértékii program az él atfogalmazas kiegészitése a (4.2), (4.3)
feltételekkel, 1j célfiiggvénnyel és a z1, zs, ..., 2,1 valtozokkal. A célfiiggvény az
n — 1 darab 1j véltozé Gsszegének a maximumas:

n—1
E Z; — max.
i=1

Legyen C C V klikk G-ben és aT a C karakterisztikus vektora. Legyen 87 =
(B1, B2, ..., Bn_1), ahol B; (1 <i<mn—1) értéke nem nagyobb, mint a v; csticsbil
az i-nél nagyobb indexti C-beli csticsokba futé élek sulyanak Gsszege, ha v; € C,
ellenkez6 esetben pedig legfeljebb 0:

Z we(vs,v5), haw; €C,

6i S ’UjEN'*'(’Ui)ﬁC

0, ha v; € C.
n—1
Ekkor a Z B 0sszeg maximuma a C' klikk élsilyainak 6sszegével egyezik meg.
i=1

3.1. ALLiTAs. Az (T, 87)T vektor megengedett megolddsa (4)-nek.

Bizonyitds. A 2.1.Allitds kimondja, hogy ha C klikk G-ben akkor, a (4.2)
feltételek teljesiilnek.
Tekintsiik a (4.3) feltételeket. Ha v; € C, akkor

Bi < Z we(vi,v;) és U, = Z we (v, vj).

v;ENT(v;)NC v; EN*(v;)

(NT(v;) N C) C N (v;) és a silyok nemnegativak, ezért 3; < U;c;. Ha v; & C,
akkor B; <0 és U;a; = 0, tehat az egyenlotlenség ebben az esetben is teljesiil.
Tekintsiik a (4.4) feltételeket. Ha v; € C, akkor

Bi < Z we(vivvj) = Z we(vivvj)o‘j'

v; ENT(v;)NC v; ENT(v;)
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Ha v; ¢ C, akkor ; < 0, a jobb oldalon pedig egy nemnegativ érték szerepel,
tehat az egyenlGtlenség mindkét esetben teljesiil. a

3.2. ALLiTAS. Ha (T, 8")T megengedett megolddsa (4)-nek, akkor az o™ ka-
rakterisztikus vektorhoz tartozé C C V halmaz klikk G-ben, valamint ha v; € C,

akkor
Bi < Z we (vi,v5),
v;EN*(v;)NC

és B; <0, hav; &C.

Bizonyitds. A 2.2. Tételbdl kovetkezik, hogy a (4.2) feltételek miatt C klikk
G-ben.

Ha v; ¢ C, akkor a (4.3) feltételekbdl adédik, hogy 5; < 0, a (4.4) egyenlétlen-
ségekbdl pedig kovetkezik, hogy

Bi < Z we (v, vj) .

v; ENT(v;)

A két korlat koriil az elsé erésebb, ezért 5; < 0 teljesiil.
Ha v; € C, akkor a (4.3) egyenlStlenségekbdl azt kapjuk, hogy B; < Uj;, és a
(4.4) feltételekbdl kovetkezik, hogy

Bi< D weviv)ay = Y we(vi,v)).

Uj€N+(vi) 71_7’€N+(’U7;)ﬂc
Mivel
S we(vinv) <D wel(vi,vy) =T
v; EN*(v;)NC v; EN*(v;)
ezért

Bi< Y welvi,vy).
v; EN*(v;)NC

a

A tételekbdl kovetkezik, hogy az optimalis megoldds megadja a G-beli maxi-
malis élsulyu klikket.

4. ﬁj matematikai programok a maximalis élsilyud klikk problémara

Ebben a fejezetben a (4) vegyes-egészértékii program (4.2) és (4.3) feltételein
modositunk. A Croce-Tadei egyenl6tlenségek esetén, ha x; = 0, akkor az i-edik
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feltétel megengedi, hogy v; barmelyik nemszomszédjat bevegyiik a klikkbe. Ennek
az egyenlotlenségnek a modositasara tobb lehetdségiink is van.
A [6]-ban szerepld (4) program helyett az aldbbi programot fogjuk hasznélni.

n—1

maximum: Z 2 (5.1)
i=1

feltételek: Cix; + Z z; <0 v eV (5.2)

v; €N (vi)
zi < Mix;, v; €V \ {Un} (53)
. oV v (5)
zi < Z we (v, v5)zy, v € V\{v,} (5.4)
v; ENT(v;)

> wm<S (5.5)
i=1
x; € {O, 1}, v; € V. (56)

C; megvalasztasat a 4.1. és a 4.2. alfejezetekben, M; valasztasat a 4.3. alfeje-
zetben, S valasztasit pedig a 4.4. alfejezetben fogjuk részletezni.

4.1. Az (5.2) korlatban a C; megvalasztasa lokdlis csiicsszinezéssel

Tekintsiik a Croce-Tadei egyenlétlenségek i-edik csticsra vonatkozé (3.2) fel-
tételét, és szinezziik ki v; nemszomszédait jol. Alkalmazzuk a mohé szinezét: az
els6 csucs szine legyen 1. A masodik cstics szine is legyen 1, ha nem szomszédja
az elsonek és 2, ha szomszédja. Tegyiik fel, hogy kiszineztiink k csicsot s szinnel
jol. Tekintsiik azt a legkisebb szinszamu szinosztdlyt, amelyben egyik csiics sem
szomszédja vy1-nek. Ha van ilyen, akkor vg41 is bekeriil ebbe a szinosztalyba, ha
nincs, akkor vg41 szine legyen s + 1. Mivel egy klikkben barmely két cstics kozott
fut él, ezért minden csucs kiilonb6z6 szinii lesz. fgy a szinosztalyok szama fels6
becslést ad a maximum klikk méretére.

A kovetkez§ allitdsokban azt fogjuk megmutatni, hogy az eredeti (4) vegyes-
egészértékil program

— (4.2) feltételét lecserélhetjiik az (5.2) feltételre. Az igy kapott programot
jeloljiik (6)-tal.

— (4.3) feltételét lecserélhetjiik az (5.3) feltételre. Az igy kapott programot
jeloljik (7)-tel.

Legyen G = (V, E), V = {v1,va,...,0,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf.
Szinezziik ki minden cstics esetén a csiics nemszomszédaibdl 4ll6 részgrafot a fenti
szinezéssel. Jelolje C; a v; nemszomszédai altal kifeszitett részgraf esetén kapott
fels6 becslést a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére. A Croce-Tadei
egyenlétlenségek i-edik feltételét gy élesithetjiik, ha N; helyére C;-t frunk.
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Jelolje w; az i-edik cstics nemszomszédai altal kifeszitett G-beli részgrafban
talalhaté maximum klikk méretét. C; fels6 becslés a klikkméretre, ezért w; < C;.

4.1. ALLITAS. Legyen C C V karakterisztikus vektora o, és legyen ﬁT =

(B1,P2, .., Bn-1), ahol minden 1 <i < n — 1 esetén
51' S Z we(viavj)a
v;ENT (v )NC

ha v; € C, valamint §; < 0, ha v; ¢ C. Ha C klikk G-ben, akkor (QT,QT)T
megengedett megolddsa (6)-nak.

Bizonyitds. Legyen C klikk G-ben, és tegyiik fel indirekt moddon, hogy
(a7, 8T)T nem megengedett megoldds. A 3.1. Allitéasbol kovetkezik, hogy a (4.3)
és (4.4) egyenlétlenségek teljesiilnek, tehat az (5.2) feltételek kozott 1étezik olyan
1 < i < n, amire

CiOél'+ Z Qi Z Ol+].
v; EN(v;)

Két esetet killonboztetiink meg aszerint, hogy «; = 0 vagy a; = 1.

1. eset: Ha a; = 0, akkor a kovetkezo egyenlétlenséget kapjuk:

Z OszCi—I—l.

v; EN(v;)

Z aj > w; + 1.

v; EN(v;)

Tekintsiik a C' N N (v;) halmazt. Mivel C klikk, a halmaz részhalmazai is klikket

alkotnak, és az elemek szdma nem nagyobb, mint az N (v;) dltal kifeszitett G-beli

részgrafban taldlhaté maximum klikk mérete: |C' N N(v;)| < @;. |C N N(v;)| =
Z o, ezért azt kapjuk, hogy

v; EN(v;)

w,; < C; miatt

Z a; < Ww;.

v; EN(v;)

Ellentmondasra jutottunk.

2. eset: Ha a; = 1, akkor a kovetkez6 egyenlotlenség adodik:

C; + Z o; > C; + 1.
v; EN(v;)
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Mindkét oldalbdl kivonva C;-t

Z OéjZl

v; EN (v;)

egyenlStlenséget kapjuk. Ekkor létezik 1 < k < n, amire a = 1 és v, € N(v;),
azaz {v;, v} ¢ E. Mivel a; =1 és ay, = 1, ezért v; € C és v, € C. Mindkét csics
eleme C-nek, ezért {v;, v} € E. Ellentmondésra jutottunk.

Mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, ezzel az allitast belattuk. ad

4.2. ALLTAS. Ha (QT,éT)T megengedett megoldasa (6)-nak, ésa” a C CV
karakterisztikus vektora, akkor C klikk G-ben.

Bizonyitds. Legyen (al, QT)T megengedett megolddsa (6)-nak, és tegyiik fel
indirekt médon, hogy C' nem klikk G-ben. Ekkor létezik 1 <4,k <mn, i # k, amire
vi,vp € C, de {v;, v} ¢ E. Kovetkezik, hogy a; = 1, ag, = 1 és vy, € N(v;). of
megengedett megoldas, ezért

Cia; + Z o < C;
v; EN (v;)
feltétel teljesiil. Behelyettesitve «; és oy értékeit azt kapjuk, hogy
C;+1+ Z a; < C;.
v €N (vi),j#k

Atrendezve az egyenlGtlenséget
> o=l
v; €N (v;),j#k

adodik. Ellentmondasra jutottunk, mivel az Osszeg minden tagja nemnegativ.
Ezzel az éllitast belattuk. O

Tovabbi lehet6ség a javitasra, hogy a csticsok szinezésére mas eljarasokat alkal-
mazunk, amelyek jobb korlatokat adnak. Mi a programokban csak a mohé szinezot
hasznaltuk.

4.2. Az (5.2) korlatban a C; megvalasztasa lokélis élszinezéssel

Ebben az esetben is a (3.2) feltételeket médositjuk, most azonban nem a csi-
csokat szinezziik, hanem az éleket. Ehhez tekintsiik minden v; cstcs esetén a v;
nemszomszédaibdl all6 részgrafokat G-ben. Vegyiik egy adott részgraf dsszes élét,
és szinezziik 6ket a kovetkez6 mddon: az elso él az 1 szint kapja. A masodik él
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esetén vizsgédljuk meg, hogy van-e koz0s csticsa az els6 éllel. Ko6zos csticsbol leg-
feljebb egy lehet, igy két eset fordulhat eld: egy kozos cstcs van, vagy nincs kozos
cstcs. Legyen az els6 él két csticsa ay és ag, a méasodik él csticsai pedig by és bs.
Lehetséges esetek:

1. Egy kozos cstics van. Tegyiik fel, hogy a; = by (az dltaldnossig megsértése
nélkiil feltehetjiik). Ha ag és by kozott fut él, akkor a mdsodik él szine 2, és
azt mondjuk, hogy a két él klikket alkot, egyébként 1.

2. Nincs kozos csics. Ha {ay, a2, b1, b2} egy 4-klikk G-ben, akkor a masodik él
szine 2, és azt mondjuk, hogy a két él klikket alkot, egyébként 1.

Tegyiik fel, hogy az els6 k élt kiszineztiik s szinnel. A (k + 1)-edik él szinének
meghatarozasahoz végezziik el a fenti vizsgalatot a korabbi élekkel, és tekintsiik
azt a legkisebb szinszdmu szinosztdlyt, amelyben a (k + 1)-edik él semelyik éllel
nem alkot klikket. Ha van ilyen, akkor a (k + 1)-edik él is bekeriil ebbe a szin-
osztalyba, ha nincs, akkor a szine legyen s + 1. Ezzel az éleknek egy élesitett jo
szinezését kapjuk. Egy klikk 6sszes éle kiilonbozo szint lesz, igy az eljaras végén az
el6fordulé legnagyobb szinszdm felsé becslést ad a gréfban taldlhaté C' maximum
klikk éleinek szamara. Ebbol a C' csiicsainak szaméara vonatkozo becslést kénnyen
megkaphatjuk. Ha az élekre vonatkoz6 becslés M, akkor a (lg‘) < M egyenl6t-
lenségbdl a |C| értékére vonatkozé felsé becslés mésodfoki egyenlet megolddsabol
adodik: |C| < |FAFEN ),

Szinezziik ki minden cstics esetén a csiicsok nemszomszédaibdl alkotott részgra-
fok éleit a fenti szinezéssel. Jelolje K; a v; nemszomszédai altal kifeszitett részgraf
esetén kapott fels6 becslést a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére.

A Croce-Tadei feltételek i-edik egyenlStlenségét ebben az esetben is gy javit-
hatjuk, ha N; helyére K;-t frunk:

Kix; + Z Z; < K,', v, €V (8)
vjeﬁ(vi)

A (4) vegyes-egészértékii program (4.2) feltételét helyettesitsiik a (8) feltétellel.
Az igy kapott programot jeloljiik (9)-cel. Ezt megtehetjiik, és az erre vonatkozé
bizonyitésokat megkapjuk, ha a 4.1. és a 4.2. Allitdsokban és bizonyitésaikban a
C; jeloléseket lecseréljiik K;-re.

Elszinezéssel erésebb korlatokat kaptunk, mint csticsszinezéssel, viszont ebben
az esetben az Osszes élt dssze kellett hasonlitanunk, ezért hosszabb volt a futasidé.
Ha egy G graf csucsai k szinnel jol szinezhetok, akkor G élei élesitetten jol szinezhe-
tok (g) szinnel. Ebbdl az adédik, hogy van olyan élesitett élszinezés, amely nem ad
rosszabb felsé korlatot a klikkméretre, mint a csticsok jo szinezése. Természetesen
egy éleket szinezd mohé algoritmus adhat rosszabb felsé korlatot a klikkméretre,
mint egy szerencsésebb mohé csicsszinez6. Az, hogy az élszinezés tipikusan jobb
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korlatokat ad, mint a cstcsszinezés, egy empirikus tény, amit a példafuttatdsok
soran tapasztaltunk.

4.3. Az (5.3) korlatban az M, valasztdsa

A lokalis cstcs- és élszinezést nemcsak a Croce-Tadei egyenlétlenségeknél al-
kalmazhatjuk, hanem a vegyes-egészértékli program

zi < Ux;, w; € V\{’Un}

alaku feltételei esetén is.

N7 (v;) jeldli azokat a szomszédos csiicsokat, amelyek indexe i-nél nagyobb, U;
pedig a v;-b8l N (v;)-be érkezd élek stilydnak sszegét. Szinezziik ki az N (v;)
csucsok altal kifeszitett G-beli részgraf cstcsait jol vagy éleit élesitett j6 szinezéssel.
Ha v; szerepel egy C klikkben, akkor az i-nél nagyobb index(i szomszédai koziil
azok, amelyek szintén szerepelnek C-ben, klikket alkotnak egymdssal. Tegyiik fel,
hogy a szinezéssel kapott becslés a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére
L;, ami azt jelenti, hogy az NT(v;) halmaz elemeibél legfeljebb L; szerepelhet C-
ben. Ezért tekintsiik a v;-b6l indulé N7 (v;) csicsokba érkezd élek stlyai koziil az
els6 L; darab legnagyobb suly Osszegét, ezt jelolje M;. Mivel M; < U;, ezért U;
helyére M;-t irva szorosabb korlatokat kapunk. A mddositott feltétel:

2 < Mixi, Vi € V\{’Un}

Legyen C;" az N*(v;) csicsok éltal kifeszitett G-beli részgrafban taldlhaté
maximum klikk, és jel6lje s; a v;-bol az C’;r csucsokba futd élek silyanak Gsszegét.

4.3. ALLiTAs. A (7) vegyes-egészértékii program optimalis megolddsa megadja
a maximalis élsilyu klikket G-ben.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy a (4.3) egyenlStlenséget lecserélhet-
jiik (5.3)-ra.

Legyen C maximalis élsilyd klikk G-ben. A (4) vegyes-egészértékii program
C-hez tartozé optimélis megoldasaban

Z we (v, v5), hawv € C,
2 = v;EN*(v;)NC
07 ha V; g C.

INT(0:) N C| <|Cff| < Ly <|NT(v;)], ezért

Z we (vi,v5) < 8 < M; < U
v;€NT(v;)NC

Ebbol kovetkezik, hogy a z; < U;x; feltételt valéban lecserélhetjiik a z; < M;x;
egyenl6tlenségre. Ezzel az allitast belattuk. a
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4.4. Az (5.4) korlatban az S vélasztdsa

A programokat tovabb javithatjuk, ha az eredeti grafot is kiszinezziik. Ezt
globdlis szinezésnek nevezziik. A kapott értéket jeloljiik S-sel. Ez felsé becslést
ad a grafban taldlhaté maximum klikk méretére, ezért a korabbi programokhoz

hozzévehetjiik a
n
Sass
i=1

feltételt. A tesztekben globalis élszinezést hasznaltunk a plusz feltétel megfogal-
mazasdhoz.

4.5. Példa
Tekintsiik a kovetkezé G grafot:
2 1
8 3 1 5

1. dbra. G graf

G-nek 6 cstcsa és 7 éle van. Az él atfogalmazasbol adddé egészértékli program
a maximum klikk probléméra 6 valtozot és 8 feltételt tartalmaz. A véltozdk 0-1
valtozdk.

X1 T2 I3 T4 I5 Tg

1 1 1 1 1 1 — | max
(1) |1 < |1
2) | 1 1 | < |1
(3) 1 1 < |1
(4) 1 1 < |1
(5) 1 1 [ < |1
(6) 1 1 < |1
(7) 1 < 1
(8) 1|1 [ < |1

1. tébldzat. El atfogalmazds

A Croce-Tadei atfogalmazasbdl kapott egészértékii programot a 2.tablazat, a
médositott Croce-Tadei atfogalmazédsbdl (a (3) program a (3.2) korlat helyett az
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(5.2) feltétellel) kapott egészértékii programot pedig a 3. téblazat tartalmazza. A
programokban 6 valtozé és 6 feltétel szerepel. A véltozdk 0-1 véltozdk.

1 | X2 | X3 | x4 | 5 | X6

1 1 1 1 1 — | max
(1) | 2 < 2
(2) 3 1 < 3
(3) |1 2 < 2
(4) 1 2 1 < 2
(5) 1 1 3 < 3
(6) |1 1 1 1 |4 < 4

2. tablazat. Croce-Tadei atfogalmazas

X1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T

1 1 1 1 — | max
(1) | 2 < 2
(2) 2 1 1 < 2
3) |1 2 < 2
(4) 1 1 1 < 1
(5) 1 1 2 < 2
(6) |1 1 1 1 3 < 3

3. tablazat. Mddositott Croce-Tadei atfogalmazés

A megengedett megolddsok halmaza a hdrom egészértékli program esetén azo-
nos. Az z; € {0,1} valtozdékat a 0 < z; < 1 valds valtozdkkal helyettesitve az
egészértékil programok linearis relaxaciéit kapjuk. A kérdés az, hogy a linedris
relaxaciék megengedett megoldasainak A;, Ao, A3 halmazai hogyan viszonyulnak
egymaéashoz.

A Croce-Tadei dtfogalmazas minden feltétele az él atfogalmazas bizonyos fel-
tételeinek Osszege, amibdl kovetkezik, hogy A; C As. Egy egészértékii program
feltételei megfeleltethet6k hipersikoknak. Kiszamitva a koordinatatengelyek és a
hipersikok metszetét, arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy Az C As.

Legyen P = (p,p,p,p,p,p) egy tesztpont. Ha p = 0.5, akkor ldthatjuk, hogy
Pe Al,P S AQ,P ¢ Ag.

Legyen @Q = (0, 4,0,0, ¢,0) szintén egy tesztpont. Ha ¢ = 0.75, akkor lathatjuk,
hogy Q ¢ A1, Q € As, Q ¢ As. Ha ¢ = 0.66, akkor Q ¢ A1, Q € Az, Q € As.
Végiil, ha ¢ = 0.5, akkor Q € Ay, Q € As, Q € As.
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A ¢ =0.66 és a ¢ = 0.75 valasztdsok mutatjak, hogy az él atfogalmazds zo +
x5 < 1 feltétele nem kovetkezhet sem az eredeti, sem a médositott Croce-Tadei
atfogalmazdasbol.

A linedris relaxaciok megengedett megolddsainak halmazai k6zotti kapcesolatot
a kovetkezo dbra szemlélteti:

2. dbra. A megengedett megolddsok halmazai

A 2. dbra nemcsak a példdra, hanem altaldnosan is igaz. A kovetkezé abrdk
azt mutatjak, hogy bizonyos célfiiggvényekre az él atfogalmazas, mig mas célfiige-
vényre a médositott Croce-Tadei atfogalmazas ad jobb felsé korlatot.

Az alabbi helyzetben az él atfogalmazéds optimum értéke nagyobb, mint a mé-
dositott Croce-Tadei atfogalmazédsban.

optimum
-«
Ay

Célfuggvény
gradiense

3. abra. A célfiiggvény gradiense vertikalis

Ha a célfiiggvény gradiense horizontalis, akkor fordul a helyzet. A Croce-Tadei
atfogalmazdas optimum értéke nagyobb, mint az él atfogalmazas optimuma.

Célfuggvény
gradiense

- >

optimum ¢

4. dbra. A célfiiggvény gradiense horizontdlis
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A maximum klikk probléma él és Croce-Tadei atfogalmazdsdnak megengedett
megoldasai altaldban is Ugy viszonyulnak egymashoz, mint a példa esetében. Ha
egy csucssulyozott maximum klikk problémat tekintiink, vagyis egy ciz1 + ... +
cnx, alaku célfiiggvényt alkalmazunk, akkor a cq, ..., ¢, egyiitthatok valaszhatok
ugy, hogy az él atfogalmazas adja a kisebb optimumot, de valaszhatok ugy is, hogy
a Croce-Tadei atfogalmazashoz tartozik a kisebb optimum.

A maximalis élsulyu klikk probléma esetében a z1, ..., z,_1 0j valtozok miatt
a geometriai kép megvaltozik. A két dtfogalmazas Osszehasonlitasara nem marad
mas eszkOziink, mint numerikus kisérletek eredményeinek Gsszehasonlitdsa. Ezen
az alapon a Croce-Tadei dtfogalmazas jobb becsléseket ad, mint az él atfogalmazds.
Ez egy megfigyeléseken alapul6 észrevétel, amelynek van a gyakorlatban is hasz-
nalhaté jelentOsége, de nem szeretnénk matematikai értelemben vett bizonyitott
eredmény szintjére emelni.

5. Szamitasi eredmények

A médositott programokat a [6] cikkben taldlhaté DIMACS grafokon tesztel-
tiik. Ezek a grafok nem élsilyozottak, ezért a cikk szerzéihez hasonléan az éleket a
we (vi,v5) = (i + ) mod 200 4 1 médszerrel sulyoztunk, bér a [2] munka kritizélja
ezt a gyakorlatot. Az eredményeket a 6. tablazatban foglaltuk Gssze. A tablazat-
ban az eredeti és a moédositott programok linearis relaxaciéinak optimum értékei
szerepelnek. Az egyes oszlopok jelentését a 4. tédbldzat tartalmazza.

V| cstcsok szdma
|E| élek szdma
d élstirtiség
optimélis sily | a maximalis élstulyu klikk élsilyainak Osszege

LR az eredeti (4) vegyes-egészértékii program linedris relaxéci-
djanak optimuma

LP1 a (6) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak
optimuma

LP2 a (9) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak
optimuma

LP3 a (9) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak

optimuma kiegészitve az (5.5) feltétellel

LP4 az (5) vegyes-egészértékli program linedris relaxdcidjanak
optimuma az (5.2) feltétel helyett a (8) feltétellel

4. tablazat. Az oszlopok jelentése a 6. tablazatban
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Az LR oszlopot 6sszehasonlitva az LP1, LP2, LP3 és LLP4 oszlopokkal lathatjuk,
hogy jelentésen csokkentek az optimum értékek, minél t6bb helyen mddositottuk
a programot, annal jobb becsléseket kaptunk. Ez azonban azzal jart, hogy tovabb
tartott az egyes feltételek meghatarozasa.

Az optimum értékek csokkenésétol azt reméljiik, hogy ez futdsidé megtakari-
téshoz vezet. Az 5.tébldzatban Gsszefoglalt eredmények megerésitik ezt a varako-
zasunkat. Egészértékii programokkal kerestiink maximum klikket tesztgrafokban.
A futésidéket az utolso kett6 oszlop tartalmazza. EP1 jeloli az (1) programmal (él
atfogalmazds), kapott értékeket, és EP2 a mddositott Croce-Tadei atfogalmazdssal
(a (3) program a (3.2) korlat helyett az (5.2) feltétellel) kapott eredményeket.

graf \4 |E| w(G) | EP1(s) EP2(s)
brock200_4 200 13 089 17 | 1264.57  250.96
c-fat200-2 200 3235 24 108.58 1.20
c-fat500-2 500 9139 26 | 3 920.36 88.95
hamming6-4 64 704 4 4.71 1.28
hamming8-2 256 31 616 128 0.70 0.56
johnson8-2-4 28 210 4 0.57 0.64
johnson8-4-4 70 1 855 14 0.87 0.72
johnsonl6-2-4 | 120 5 460 8 176.47 0.57
keller4 171 9435 11 198.16 63.67
MANN_a9 45 918 16 0.77 0.68

5. tablazat. Futasidok

6. Osszefoglalas

Jelen munkdban megmutattuk, hogy a maximalis élsulyt klikk problémat meg-
oldé (4) vegyes-egészértékli program modositasira milyen lehetdségeink vannak
csucs- és élszinezés alkalmazdasdval, tovabba hogy az altalunk tesztelt grafok ese-
tén az 1j programok linedris relaxacéinak optimumai hogyan kozelitették az eredeti
optimumokat. A kutatds folytatasara tovabbi lehet6ség a programok mdédositasa
mas grafszinezd eljarasokkal, kernelizalassal és kombinatorikus alapti metszésikok-
kal.

Koszonetnyilvanitas

Jelen munka az Innovacios és Technoldgiai Minisztérium UNKP-19-2 k6dszami
Uj Nemzeti Kivalésag Programjanak szakmai tamogatasaval késziilt.
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LINEAR PROGRAMS FOR THE EDGE WEIGHTED MAXIMUM CLIQUE PROBLEM

SANDOR SzABS, DORA SZTOJKOVICS

Finding an edge weighted maximum clique in a given graph is an interesting problem and
has many important applications. An earlier work [6] claims that a solver based on combina-
torial considerations and exhaustive search outperforms solvers based on linear and quadratic
programming. In this paper we propose modifications in the linear program reformulation of the
edge weighted maximum clique problem. The modifications are based on coloring the nodes and
edges of the graph. In order to assess the performance of the programs we carried out numerical
experiments.
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