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DIGITALIS TAVOLSAGOK A HAROMSZOGRACSON

NAGY BENEDEK

Digitdlis siknak tekinthetjiik a sik egy szabdlyos csempézésével kapott
diszkrét racsot, mely pontjainak a digitalis képfeldolgozasban, illetve sza-
mitégépes grafikiban megszokott médon magukat a csempéket tekintjiik. A
haromszogréacs, amely haromszogecsempékbdl épiil f6l, a hdrom szabélyos sik-
racs egyike. Minden hdromszégesempét (amit a tovdbbiakban legtébbszér
képpontnak, vagy réviden pontnak hivunk) egyedi egészekbdl 4ll6 koordi-
natahdrmassal cimziink. A digitalis sikban gyakorlati szempontbdl fontos
szerepet jatszanak az n. digitélis tavolsagok, amelyeket a pontok kozti utak-
kal definidlunk. Az utak felépitésében a pontok kozti szomszédsdg alapvetd
fontossdgi. A hiaromszogriacson minden pontnak haromféle szomszédja van,
beleértve a legkozelebbi oldalszomszéd csempeparokat, illetve tovabbi kétfé-
le tipust cstcsszomszéd csempepdrokat. Ezek alapjan haromféle (digitalis)
alaptdvolsagot értelmezhetiink a pontok kozti legrévidebb 1t (vagy utak)
lépésszamaként, amelyeket dltaldnosithatunk két kozismert médon. A szom-
szédsagi sorozatokkal megszabhatjuk, hogy az it hanyadik 1épésében milyen
tipusi szomszédsag engedélyezett, mig a silyozott tdvolsidg esetén a kiillon-
bo6z6 tipust szomszédokra valé 1épésekhez kiilonb6zé sulyokat rendelhetiink,
és a legrovidebb Osszstlyu 1t sulya adja a tdavolsagot. Az ezekkel a digitélis
tavolsdgokkal kapcsolatos eredményeket foglaljuk 6ssze, valamint mutatunk
nem metrikus tavolsagokat, digitalis koroket és egyéb érdekes kapcsolédd
kutatasi iranyokat.

1. Bevezetés

A haromszogracsokat az utébbi idoben egyre tobb helyen alkalmazzak a gyakor-
latban, tobbek kozott geometriai modellezésben, 3D szkennelésnél, valamint szi-
muldcios, grafikai és képfeldolgozasi algoritmusokban. Utdbbira jé példa a véko-
nyit6 algoritmus [8]. A hdromszdgracson a hdrom alapvetd szomszédségi viszony
mér [5]-ben megtaldlhaté (1. dbra, jobb oldal). A digitdlis tdvolsidgokat a racs-
pontok kozotti utak alapjan definialjuk, hasonléan ahhoz, ahogy a grafelméletben
hasznéljuk a tévolsdg fogalmat [9, 13, 14, 40]. Ennek megfelelen a récs struk-
turdja, a szomszédsagi viszony alapveto fontossagi. A haromféle szomszédsag
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alapjén hdrom alapvetd tavolsdgfiiggvényt definidlhatunk (3. fejezet). A szomszéd-
sagi sorozatokkal definidlt tdvolsdg a négyzetracsokra mar a 80-as évektdl ismert
[2, 3, 42, 43]. Haromszdgracsra is értelmezhetbek, de itt a ,tér dimenzidjanal”
eggyel tObb szomszédsdgtipussal, ami tobb matematikailag is érdekes kovetkez-
ménnyel jar [16, 17, 18]. A 4. fejezetben algoritmust adunk tetszéleges két pont
kozotti legrovidebb at meghatarozasara, illetve megadjuk a sziikséges és elégséges
feltételét annak, hogy egy tetszoleges szomszédsagi sorozattal definialt tavolsag-
fliggvény mikor hatdroz meg metrikus teret. A héromszogracson tobb olyan ér-
dekes jelenség is megfigyelheto, amely a négyzetes rdcsokon nem tapasztalhato.
Ezeket a jelenségeket, mint a nem szimmetrikus tavolsagfiiggvény vagy az egy-
méast ,;megel6z6” sorozatok, kiilon is megvizsgaljuk. Az utolsé alfejezet a digitalis
korokrol szol.

Miésik j6l ismert alternativa a digitélis tavolsdgok véltozatos definidldsira (és
lehetdséget adva pl. az euklideszi tavolsdg jobb kozelitésére a digitalis sikon), ha a
kiilonbo6z6 tipusu szomszédok kozti 1épésnek kiilonbozé siulyokat adhatunk. Az igy
kapott stlyozott tavolsdgok [1], ugyancsak adaptélhatéak a hdromszogracsra [32].
Ezeket a tavolsagokat és tulajdonsagaikat tekintjiik at az 5. fejezetben. Képletet
adunk a tavolsag kiszamitasara tetszéleges racspontok és sulyharmasok esetére,
ahogy linearis egészérték{i programozas segitségével azt is megmutattuk, mikor,
milyen 1épések, milyen bézis adja az optimélis megoldést, a legrovidebb utat [11].

Amint 1atni fogjuk, a haromszogracson a digitalis tavolsadgok sok érdekes tu-
lajdonsaggal rendelkeznek mar a szomszédsagi sorozatokkal definidlt tavolsdgok
esetén is. A silyozott tavolsdgok esetén pedig ugyancsak sokkal érdekesebb t&-
volsdgokat kapunk, mint a négyzetracs analég médon definidlt tavolsagai, amit az
altaluk definidlt digitalis korokkel reprezentdlunk.

A cikkben elsGsorban a szerzé és szerzotarsai altal az utobbi hisz év eziranyu
kutatédsait tekintjitkk at néhény aktiv irdnyt is megemlitve.

2. A haromszdgracs leirasa

A héromszogrdcson haromféle szomszédsdgi viszonyt szokds definidlni [5]. A
koordindtakat az 1. dbrén ldthaté médon vezetjiik be [19, 41]. Jelslje H a récs pi-
xeleinek halmazat. Ekkor matematikailag a kovetkezd definicié alapjan definidljuk
a szomszédsagi reldciokat.

2.1. Definicid. Legyen p = (p(1),p(2),p(3)),a = (a(1),q(2),a(3)) € H ket
kiilénb6z8 pont a hdromszigracson és k € {1,2,3}. A p és g pontok k-szomszédok,
ha teljesiilnek a kovetkezok:

1. |p(i) — q(i)| < 1 minden i € {1,2,3} esetén,
2. 327 Ip(i) — q(i)] < k.

Ha a maésodik feltételben egyenldség 4all fenn, akkor azt mondjuk, hogy a p és ¢
pontok szigorian k-szomszédok.
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1. dbra. Koordinatak és szomszédsagtipusok a haromszogracson, a jobb oldalon a
szamok az x pont szigoru szomszédait jelolik.

2.2. Definicid. Rogzitsiink le egy koordinatat. Azon pontok, amelyeknek ez a
koordinataja megegyezik ezzel a fix értékkel, egy sdvot alkotnak.

2.1. Megjegyzés. A H haromszogracs pontjai egy-egyértelmiien azonosithaté-
ak az olyan koordindta-harmasokkal, amelyekre az értékek Gsszege 0 vagy 1.

2.8. Definicié. A 0 koordinatadsszegli pontok paritdsa pdros. Azok a pontok
pedig, melyeknek a koordinata-osszege 1, pdratlanok.

A haromszogek paritas alapjan torténé csoportositdsa megfelel az orientacio-
juk alapjdn térténé csoportositdsnak (A, V), a paros-pdratlan megkiilonboztetés
pedig az eredeti egész szamokra vett paritdsfiiggvény egy kétdimenziés altalano-
sitasdnak, hiszen két élszomszédos, vagyis 1-szomszéd haromszogecsempe paritdsa
mindig kiilonb6z6. Tovabba ha két pont 1-szomszéd, akkor két kiillonbozd sav is
tartalmazza mindkett&jiiket. Két szigorian 2-szomszéd paritdsa megegyezik, és
pontosan egy savra igaz, hogy mindkettét tartalmazza. A szigorian 3-szomszédok
paritdsa kiilonbozik, és nincs olyan sav, amely mindkettét tartalmazza.

A kovetkezd fogalmak fontos szerepet jatszanak a tavolsagmérésben, hiszen két
pont egymashoz képesti viszonyat jellemzik a racsban.

Legyen p,q € H két pont. A w, 4 vektort a p és a ¢ pont kilonbség-vektordnak
hivjuk, ha w(i) = q(i) — p(i). A pontok paritdsatdl fuggéen w, , koordindtdinak
Gsszege 0 vagy %1 lehet. A wy, ,-nak mint multihalmaznak az elemeit abszolut érté-
kiik nagysaga szerint nemnovekvo sorrendbe szedve kapjuk a v, 4 vektort. Az egy-
értelmiiség kedvéért, ha két vagy harom egyforma nagysagu érték fordul els, ame-
lyek kozt kiilonbozd eldjeliiek is vannak, pl. (n,—n,+1), beleértve az (1, —1,+1)
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esetet is, akkor v(1) > 0 és v(2) < 0. Ekkor v, , multihalmazként tekintve meg-
egyezik wy ,-val, rdadasul |v(7)] > |v(j)| ha i < j is fenndll (1 < 4,5 <3). A vyq
vektort rendezett kiilonbségvektornak nevezziik. Amikor az egyértelmiiséget nem
veszélyezteti, el fogjuk hagyni a p,q indexpart. Tovabba p,q € H esetén legyen
0p,q =1, ha p és g paritasa kiilonbozik; és 0, , = 0, ha p és ¢ azonos paritasu.
Erdemes megemliteni, hogy szabalyos hatszogracshoz jutunk, ha az élen osztozo
haromszogek kozéppontjait élekkel 6sszekotjiik, vagyis a két racs egymas dudlisa.

3. Digitalis tavolsagok rogzitett szomszédsaggal

A dolgozatban a tavolsag fogalma kozponti szerepet jatszik. Altaldban a metri-
kus tulajdonsagokat teljesitd fliggvényeket szokas jo tavolsdgoknak tekinteni. Egy
d: H x H— R2° tavolsagfiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy metrikus tulajdonsa-
gu, ha barmely p, ¢, pontok esetén teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1. d(p,q) > 0 (nemnegativités),
2. d(p,q) = 0, akkor és csak akkor, ha p = ¢ (egyediség),
3. d(p,q) = d(q,p) (szimmetria),
4. d(p,q) + d(q,r) > d(p,r) (hdromszog-egyenlétlenség).

A harom lehetséges szomszédsagnak megfelelden, a haromszogracs pixeleit kii-
16nb6z6 tipusi utakkal kothetjiik 6ssze:

3.1. Definicid. Egy véges I1(p, g; (k)) pontsorozatot —ami p = po,p1, ..., Pm =
q forméaba irhaté, ahol p;_1 és p; k-szomszédok minden 1 < i < m esetén —
egy k-szomszédsigi p-bol g-ba vezetd dtnak hivunk. A TI(p,q;(k)) Ut hossza
II(p,q; (k))| = m. A p-bél g-ba vezetd legrovidebb utat (vagy ezek egyikét)
jelolje II*(p, ¢; (k)). Ekkor p és ¢ (k)-tdvolsdgdt definidljuk ezen ut hosszdval:
d(p, q; (k) = 11" (p, ¢; (k)]

A kovetkezd eredmény megtaldlhaté a [26, 36] cikkekben.

3.1. TETEL. Legyen p = (p(1),p(2),p(3)) és ¢ = (q(1),4(2),q(3)) a hdrom-
szogracs két pontja, ekkor a tavolsaguk a kévetkezo képletekkel hatarozhaté meg:
d(p, q; (1)) = {Z } (i) — q(@)] = [p(1) — q()] + [p(2) — q(2)[ + |p(3) — a(3)];

i€{1,2,3
d(p, q; (2)) = ’7|10(1)—Q(1)|+\I)(2)—CI(2)|+|P(3)—CI(3)|—‘ _ [d(p»%;(l))w
d(p,q;(3)) =  max {|p(i) — q(i)[}.

i€{1,2,3}

)

5.1, Példa. d((0.0.0) (11,1 (1)) = ((0 0.0) (11 _1) 2) =2,
d((O,O»O)»( 2, ) (2)) :d((o 0,0), (5 ) ( )) 5
d((l,l, 1) ( )’(2)) :d( L1, - 1) ( ) ( ))
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Két pont (1)-tdvolsdga akkor és csak akkor paros, ha a két pont paritdsa meg-
egyezik. Tovabba a tavolsdgok kozott a kdvetkezo Osszefiiggések teljesiilnek: Egy-
részt barmely két pont (2)-tavolsiga fele az (1)-tavolsdguknak (felfele kerekitve, ha
az (1)-tavolsdg paratlan). Mésrészt, két pont (2)-tdvolsdga és (3)-tdvolsdga kozt
legfeljebb 1 a kiilonbség a kétféle megengedett koordindtadsszeg miatt (ha ez a két
tavolsag kiilonbozé értékii két pont esetén, akkor a (3)-tdvolsdguk a kisebb, ilyen
esetben azt mondjuk, hogy a két pont szerencsés irdnyban van egymaéshoz képest).
Ha a két pont paritdsa megegyezik, akkor viszont a (2)-tdvolsdguk biztosan pont
akkora, mint a (3)-tdvolsdguk. A szerencsés irdnyt formadlisan is definidljuk, mert
késébb fontos szerepet jatszik.

Formélisan legyen o, , = 1, ha p péaros és wp, két pozitiv és egy negativ
értéket tartalmaz, vagy p péaratlan és w, 4-ban egy pozitiv és két negativ érték
van (vagyis p-tél ¢ szerencsés irdnyban van). Egyébként pedig legyen o, , = 0,
beleértve azokat az eseteket is, amikor p és ¢ pont egy sdvon van, vagyis van
kozos koordinatdjuk. A szerencsés irany fogalma azzal kapcsolatos, hogy egy adott
pontbdl a paritasatdl fiiggden csak a hat lehetséges szigoru 3-szomszéd vektor
fele hasznalhatd, vagyis egy paros pont esetén az (1,1,—1), (1,—1,1), (-1,1,1)
irdnyok, amig pdratlan pont esetén (1,—1,-1), (—=1,1,—1) és (—1,—1,1) azok
a 1épések, amik 2-szomszédra torténd 1épésekkel nem elérhetoek. Ezek alapjan
vannak olyan irdnyok, amelyekben kihasznalhaté a 3-as szomszédsag, és vannak
irdnyok, ahol ,csak” ugyanannyit ér, mint a 2-es. FEzekre a tavolsdgokra igaz a
kovetkezd (]26]):

3.2. TETEL. A hdromszogracson a (k)-tdvolsag, k € {1,2,3} esetekben metri-
kus tavolsag fiiggvényt definidl.

4. Szomszédsagi sorozatok a haromszégracson

Az el6z6 fejezetben bemutatott harom digitédlis tdvolsag egyik kézenfekvo &l-
taldnositdsa, ha a pontokat 6sszek6td Ut soran lépésenként szabdlyozhatjuk, mely
szomszédsdg megengedett [22, 29, 31]. Ebben a fejezetben az ilyen tévolsdgokat
mutatjuk be.

4.1. Definicid. A B = (b(i))$2, sorozatot, ahol b(i) € {1,2,3} minden : € N
értékre, szomszédsdgi sorozatnak hivjuk. Ha van olyan [ € N, hogy b(i) = b(i + 1)
fennall minden i € N esetén, akkor B periodikus [ periédussal. Ebben az esetben
egy periédusnyi elemmel megadhatjuk a sorozatot: B = (b(1),...,b(l)). Legyen
p és q két pont és B = (b(i))2, egy szomszédsigi sorozat. Egy véges II(p, ¢; B)
pontsorozatot — ami p = pg,p1, ..., Ppm = ¢ forméba frhatd, ahol p;_1 és p; b(i)-
szomszédok minden 1 < i < m esetén — p-bol ¢-ba vezeté B-itnak hivunk. Az ut
hossza, és ez alapjan a B-tdvolsdg a 3.1. definicidval analég modon adhaté meg:

d(p,q; B) = [1I*(p, ¢; B)|.
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Legrovidebb ut eloallitasa barmely két pont kozott torténhet mohd algoritmus-
sal (14sd pl. [16, 18]), ami réviden igy i{rhaté le:

Legyen adott a kezd&- és a végpont (p és ¢), valamint egy B szomszédsdgi
sorozat. Legyen j = 0 és x¢p = p az 0t els6 pontja. Amig x; # ¢, addig egy
ciklusban hajtsuk végre a kovetkezd szamolast:

Szamoljuk ki ¢ és xz; w kiilonbségvektorat, tovabba adjunk egyet j értékéhez.

A b(j) értéke alapjan harom eset van: ha b(j) = 1, akkor a v(1) és v(2) értékekhez
tartozé kiilonbségek koziil a 1épés azt csokkenti, amit z;_; paritdsa megenged. Ha
b(j) = 2, és w-ben van legaldbb két nem nulla érték, akkor csokkentsiik a v(1)
és v(2) értékekhez tartozd elemet. Ha w-ben csak egy nem nulla elem van, akkor
lépjiink g-ra pontosan gy, mintha b(j) = 1 lenne. Végiil, ha b(j) = 3, akkor,
ha x;_1-t6l ¢ szerencsés iranyban van, akkor mindhdrom koordinatakiilénbséget
csokkentjiik, egyébként csak olyat 1épiink, mintha b(j) = 2 dllna fenn.

Fiizziik a 1épés utan kapott 4j x; pontot az ithoz.

Az algoritmus konstans tér-bonyolultsdgu, és a pontok koordindtakiilonbség-
Osszegével ardnyosan linearis idébonyolultsdgi. Az algoritmus egy legrévidebb
B-ut mellett a két pont B-tavolsagéat is megadja.

4.1. Megjegyzés. Barmely két pont B-tavolsaga fiigg a pontok kiilonbségvek-
toratdl és paritasatdl, valamint a szomszédsagi sorozattol.

4.1. Képlet a tavolsagszamitashoz

Mivel — a hdromszogracs sajitossdgai miatt — egy b(i) = 3 véalasztdssal nem
mindig tudunk , kozelebb” keriilni a célponthoz, mint ha csak b(i) = 2 lenne,
bevezetjiik a minim4lis ekvivalens sorozatok fogalmét ([17]).

4.2. Definicio. Egy B szomszédséagi sorozat minimdalis ekvivalens sorozatdn a
kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezd B’ szomszédsdgi sorozatot értjiik.

1. d(p,q; B) = d(p, q; B') barmely p, ¢ pontpdrra; és
2. minden olyan B szomszédsdgi sorozatra, amire d(p, q; B) = d(p, ¢; B1) minden
p, q pontparra, teljesiil, hogy b'(7) < b1 (i) minden i-re.

4.1. SEGEDTETEL. Egy B szomszédségi sorozat B’ minimdlis ekvivalens soro-
zata egyértelmiien meghatarozott:

1. v/ (i) = b(i), ha b(i) < 3,

2. b'(i) = 3, ha b(i) = 3 és nincs olyan j < i, amire b'(j) = 3, '

3. /(i) = 3, ha b(i) = 3 és van olyan b'(l) = 3, hogy | < 7, de zi:l b (k) péros,
ahol j — max {I|1 < i, /(1) = 3}, =

4. V(i) = 2, kiilonben.
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Az el6z6 eredmény azért is érdekes, mert azt mutatja, hogy pl. a négyzetriccsal
ellentétben, a haromszogracson vannak olyan kiilonb6z6 szomszédsagi sorozatok,
amelyek ugyanazt a tdvolsagfiiggvényt definidljdk. Ha a pontok irdnya a B sorozat
els6 3-as eleme szempontjabdl nem szerencsés, akkor az nem hasznalhaté ki, ezért
bevezetjitk a kovetkez6 fogalmat is.

4.8. Definicio. A B" szomszédségi sorozatot a B csékkentett minimdlis ekvi-
valens sorozatdnak hivjuk, ha

1. b’ (k) = 2, ahol k az els6 B-ben el6forduld 3 helye;

2. b"(i) = b/'(i), minden mds i-re, ahol ¥(i)-k B minimdlis ekvivalens sorozatd-
nak elemei.

A tévolsdgszamitashoz, pl. ha a két pont egy savon fekszik, sziikség lesz egy
tovabbi szarmaztatott sorozatra:

4.4. Definicio. Egy B szomszédsagi sorozat 2-korldtozott sorozatdnak nevez-
ziikk azt a sorozatot, amelyet B-bél a 3-asok 2-esre cserélésével kapunk: B =
(b (i) : i €N).

Eredetileg a tavolsagképlet megadasihoz el6szoér a 3 dimenzids kockaracsban
vett képletet bizonyitottuk [23, 27], és abbdl szdrmaztattuk az eredményt a harom-
szogracsra az elObb bevezetett szarmaztatott szomszédsagi sorozatok segitségével.

4.1. TETEL. Legyen p,q € H és B egy szomszédsagi sorozat. Legyen k =
min{i | b(i) = 3} a legkisebb olyan érték, amelyre b(k) = 3, vagy, ha a 3-as nem
szerepel B-ben, akkor k = oco. Jeldlje d,,, d. és di az alabb definidlt értékeket,
amiket rendre B minimé&lis ekvivalens sorozatdaval, B'-vel; a B csokkentett mini-
malis ekvivalens sorozatdval, B"-vel; illetve B 2-korldtozott sorozatdval, B® -vel
szamolunk:

3 3 1—1
dyp = max { i |y [o( |>Zb’ vde =max{ i | Y ()] > > (j)
=1 =1 j=1
2 i—1
dy, = max Z Zb(z) (j) ¢, tovdbbd,
=1 j=1

d' = max{|v(1)],dg,dm}, és d’ = max{|v(1)|,dg,dc}.

Ekkor d(p,q; B) =d”, ha d’ > k és az alabbi esetek egyike fenndll: B nem tartal-
k=1

maz 3-ast; vagy opq =0 és Z b (i) pdros, vagy opq =1 és Z b (i) pdratlan.

Minden a fentiektél e]tero esetben d(p,q;B) =d'.

Most néhany érdekes példat mutatunk.
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4.1. Példa. Legyenek adottak p = (0,0,0), ¢ = (1,1,-1), r = (1,1,-2) és s =
(2,1, -2) pontok. Ekkor d(p,¢; (2,1,1)) = 2,d(p,r;(2,1,1)) = 3, d(p,s;(2,1,1)) =
4, d(q,s;(2,1,1)) = 1, tehat, d(p,¢; (2,1,1)) + d(g,s;(3,1)) < d(p, s; (3,1)) vagyis
a (2,1, 1) tavolsag nem metrikus, mert nem teljesiti a haromszog-egyenlotlenséget.
Tovabbd, d(p, 7(371)) - 2’d(p’ 7( ) )) - 3,d(p,q, (37 1)) - 17d(q7 7(37 1)) 1,
d(r,p; (3,1)) = 3, igy, d(p,r; (3,1)) # d(r,p; (3,1)) és d(p, q; (3,1))+d(g, 5; (3, 1)) <
d(p, s;(3,1)), vagyis a (3, 1)-tdvolsdg nem szimmetrikus (és nem metrikus).

4.2. Metrikus és nem metrikus tavolsagok

A haromszogracson szomszédsagi sorozatok esetén a  haromszog-
egyenlStlenséggel és a szimmetridval is gond lehet (ahogy a 4.1. példdban is
lattuk), igy kicsit més a helyzet, mint a négyzetracson, ahol csak a haromszog-
egyenlétlenség sériilhet bizonyos sorozatok &ltal definidlt tavolsdg esetén.
A kovetkezé eredmény egy sziikséges és elégséges feltételt ad a szimmetria
tulajdonsag ellendrzésére [17].

4.2. SEGEDTETEL. Egy B-tdvolsag pontosan akkor nem teljesiti a szimmetria
tulajdonsdgot, ha van olyan i € N, hogy b(i) = 3, és fennall legalabb a kiévetkezd
esetek egyike az i = min {|b(l) = 3} értékkel:

i b(k) pdratlan; vagy van olyan j, amire b(j) =1 és i < j.

A héromszog-egyenlétlenség ellenérzése a kovetkez6képpen lehetséges [20, 24, 28]:

4.3. SEGEDTETEL. Legyen adott a B szomszédsagi sorozat, jelslie B®) a
B 2-korldtozott sorozatdt, valamint B’ a B minimum ekvivalens sorozatat. A
haromszog-egyenlétlenség pontosan akkor teljesul a B- tavo]sagra ha mmden i,] €

N szdmpadrra fenndll, hogy Z b3 (k) < Z b2 (k) és Z b'(k) < Z b (k),
k=1 k=j+1 k=1 k=j+1

J

ahol B” = B’ a B minimalis ekvivalens sorozata, ha Y b'(k) pdros és B"” a B
k=1

csokkentett minimdlis ekvivalens sorozata egyébként.

Az el6zéek alapjan kimondjuk a tételt:

4.2. TETEL. Legyen B egy szomszédsagi sorozat. A B-tdvolsdg pontosan ak-
kor metrikus, ha teljesiilnek a kévetkezGk:
1. ha b(j) = 3 és b(i) = 1, akkor i < j;
2. ha B-ben szerepel a 3, akkor B-ben paros darab 1-es van;

% J+e
3. Y b(k) < > b(k), ahol i+ j < I, arra az l-re, ami a B-ben levd elsé 3-as

= k=j+1
helye, (ha nincs 3-as B-ben, akkor a feltételnek minden ¢,j € N pdrra fenn kell
allnia).
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A kovetkezd kovetkezmények a [31] konyviejezetbdl valok.

4.3. TETEL. Egy d(p,q; B) > k B-tdvolsag fiigg B elsé k elemének sorrendjé-
t6l, ha azoknak van olyan permutacidja, amellyel a B-tavolsag nem szimmetrikus.

4.1. KOVETKEZMENY. Legyen B egy periodikus szomszédsagi sorozat. Ekkor
a B-tdvolsag akkor és csak akkor metrikus, ha a kovetkezb két feltétel egyike
fennall.

3 Jjti
1. B nem tartalmazza a 3 értéket, és > b(k) < > b(k) minden 7,j € N esetén;
k=1 k=j+1

2. B nem tartalmazza az 1 értéket.
4.3. Digitalis kérok

A digitélis tavolsagok jellemzése torténhet a digitdlis korok segitségével:

4.5. Definicid. Legyen adott egy d(p, q) digitalis tdvolsdg és egy nemnegativ
k € R sugar, ekkor az o koézéppontu k sugarta digitdlis kor a kovetkez6 halmaz:

Ci ={pld(o,p) < k}.

Itt jegyezziik meg, hogy a digitédlis kor ezen definicigja nem a korvonal, hanem a
korlap digitalis valtozatanak, a digitalis diszknek felel meg.

Amennyiben szomszédségi sorozattal definidljuk a digitdlis tdvolsgot, a C{
jelolésben d helyére a B sorozatot irhatjuk. Négyzetracson hasonlé értelemben az
O = {p|d(o,p) < k} jelolést haszndljuk. Vildgos, hogy egy k sugart digitdlis kor
csak a B sorozat els6 k elemétdl fiigg.

Ezen korok jellemzése kiilonboz8 szempontok alapjén megtaldlhaté a [7, 21, 25,
33, 39] cikkekben, itt néhdny fontos megallapitdst kozliink réluk roviden. A négy-
zetracson a kiillonb6z6 szomszédsagi sorozattal generalt, de egyez6 sugaru digitalis
korok egy jol rendezett halmazt alkotnak. Ez hdromszogracson nem teljesiil. A
négyzetracson OF nem fiigg B elsé k elemének sorrendjétél. Ezzel szemben a hé-

romszogracson pl. Cél’?’) és Cég’l) két, egymassal nem 6sszemérheté ponthalmazt
jelol. Ahogyan a négyzetracson, igy a haromszogracson is igaz viszont, hogy a
k sugar novekedtével az ugyanazzal a szomszédsagi sorozattal generdlt B-korok
szigordan monoton nének, vagyis: ha k > [, akkor C2 2 CP. A négyzetracson
nem fordulhat el6, hogy két szomszédsagi sorozatra a kiilonbozé sugaru korck
megegyezzenek. Ezzel szemben pl. 02(1) = CF). Adott B szomszédsagi sorozat
és minimalis ekvivalens sorozata, B’ ugyanazt a digitédlis korsorozatot generalja,
vagyis C’,’f, = CP barmely k € N esetén. Ezzel szemben a négyzetrdcson ha egy
B; sorozat elemenként nem kisebb egy masik By sorozatndl, és van olyan ¢ € N,
hogy b1(i) > ba(i), akkor minden legaldbb i sugari koéreikre (k > i) igaz, hogy
Of ) OkB 2. A digitdlis korok, illetve a szomszédsdgi sorozatok elébb emlitett
érdekes tulajdonsagait kommunikécids hélézatokban is kihasznalhatjuk [34]. Egy

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



82 NAGY BENEDEK

adott szomszédsagi sorozat altal megszabott mddon mintegy hullamfrontként terje-
do jel lefedi a megfelel6 digitélis kor pontjait. Egy ,, gyorsabb” sorozat altal terjed6
jel pedig akdr kés6bb indulva is utolérheti az el6z6t. A By = (3) a leggyorsabb, a
B; = (1) a leglassabb sorozat ilyen értelemben.

V'":_.AVAXA

\""VAVA /
%V AVAV/ A\
LV

2. dbra. Digitdlis korok szomszédsagi sorozatok segitségével, By = (3,1, 3) balra,
Bs =(1,1,1,1) fent és By = (2,3,1) jobbra lent.

A koroket a tovdbbiakban a digitalis kor altal tartalmazott hdromszégesempék
kozéppontjai altal meghatarozott legkisebb teriiletii konvex sitkidommal azonosit-
juk. Igaz tovabbd, hogy ezen digitalis korok digitalisan konvexek, vagyis ezek a
sikidomok nem tartalmaznak olyan haromszogcsempe kdzéppontot, amely nem ele-
me a digitalis kornek. Az egy pontbdl induld, szomszédsagi szekvencidval generalt
hullamfrontokkal lathatjuk, hogy a haromszogracson a digitalis korok tulajdon-
képpen sokszogek [25], ahogy a 2. dbra is mutatja.

4.4. TETEL. Egy B szomszédsdgi sorozat altal definidlt k sugari kor alakja
— haromszog: C’fl), akkor és csak akkor, hak =1, ésb(1) =1
— hatsz0g, ha B felhasznalt elemei kézt nincs 3-as (kivéve az el6z6 esetet);

— kilencszog, ha B felhasznalt elemei kozt nincs 2-es, tovabba nincs két egymas
melletti azonos érték (kivéve az elsS esetet);

— tizenkétszog, minden az el6zé esetekbe nem ill6 esetben.

A fentiek alapjan a haromszogracson szomszédségi sorozatokkal jobban koze-
lithetd az euklideszi tédvolsag és kor, mint a négyzetracson [7, 30, 39]. Ez utébbin a
digitalis korok négyzetek, ha csak egyféle 1épést haszndlunk, ezzel ,megoldva’” a kor
négyszogesitését a digitélis sik felhaszndlasaval [13, 35], illetve &ltaldnos esetben
nyoleszogek (ezért hividk oktogondlis tdvolsdgoknak is a szomszédséagi sorozatokkal
definidlt tdvolsdgokat [4]).
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5. Sdlyozott tavolsagok a haromszogracson

A 3-szomszédsagu utakat ebben a fejezetben egyszertien utaknak nevezziik.

5.1. Definicid. Legyenek «, 3, pozitiv silyok. Ekkor barmely II(p,q) : p =
D0, D1, - - -, Pm = q Uthoz hozzdrendelhet6 az nya+ ns S+ n3y sily, ahol ny a II-ben
levé 1-szomszéd (p;,p;+1) pontparok szdma, ne a szigord 2-szomszéd (p;,pit+1)
pontpéarok szadma, valamint ng a szigord 3-szomszéd (p;,pi+1) pontparok szdma
(0 < i< m). Apésq kozti legkisebb silyt 1t stilya adja a pontok («, 3,7)
stlyokkal vett silyozott tdvolsdgat, amit d(p, ¢; a, §,7y) jelsl.

Itt jegyezziik meg, hogy egyes terminolégia szerint stlyozott tavolsag esetén
csak akkor beszélnek digitdlis tdvolsagrdl, ha a tdvolsdg (vagyis a haszndlt stlyok)
értéke egész. Cikkiinkben a természetes 0 < o < 8 < «y feltételt alkalmazzuk.

5.1. A tavolsag szamitasa

Nemcsak maga a sulyozott tavolsig, de az is fligg maguktdl a sulyoktdl is, hogy
mely Ut stulya lesz a legkisebb. Ennek megfeleléen a kovetkezo tétel adja meg,
hogy milyen feltételek esetében mely formula adja meg a stlyozott tavolsdgot két
tetszbleges pont kozott [32]. Ahogy a kordbbiakban 1dttuk, nem csupén a pontok
koordinata kiilonbsége, de a pontok paritdsa, és egymashoz viszonyitott irdnya is
fontos szerepet jatszik a legrévidebb 1t és a tavolsdg meghatarozasaban.

5.1. TETEL. Legyenek «, 3, pozitiv silyok, valamint p = (p(1),p(2),p(3)) és
q = (q(1),4(2),¢(3)) a hdromszogracs két pontja. Ekkor p és q (a, 8,7) stilyokkal
vett stilyozott tavolsaga:

1. Ha2a < B és 3a < v, akkor d(p,q; o, 8,7) = ad(p, g; (1)).

2. Ha2a > 3 és 3a < v, akkor d(p, q; o, 3,7v) = 8 LMJ + 6p g

3. Ha2a > f3,3a > v ésa+p <, akkord(p,q;a, 8,7) = V(’”Cg(l))J + 8, 0.

4. Ha2a > f,3a >, a+ [ > és 28 < v+ a, akkor:

B( z(1) ha 6,4 =0
(paqv 76 7) BW"‘V ha 5?7‘1:170-177‘1:17
B% +a  egyébként.

5. Ha 2a > B, 3a > v, a4+ 8 > v és v+ a < 28, akkor d(p,q;, B,7) =
v —3lv —1)1=%p.q
a(jv(3 )|_|_5pq( 1)%r.a +B\ D)[+]v(2)|=3] (§)|+5p,q( 1) +4[u(3).

6. Végiil, ha 2a < 3 és 3a > vy, akkor
d(p, ;. B,7) = a(jo(D)] + [v(2)] = 2[v(3)]) + 7Iv(3)].
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Most példat adunk mindegyik esetre egészértékii sulyokkal.

5.1. Példa. Legyen p = (0,0,0), ¢ = (2,2,—3) és r = (—3,-2,5). Ekkor a =
2,8 =5 és v = 6 silyvalasztds megfelel az els6 esetnek, ekkor d(p,¢;2,5,6) = 14.
Legyen most a = 2,8 = 3 és v = 7. Ezen silyok a masodik esetnek felelnek meg,
igy d(p,q;2,3,7) = 11 és d(p,r;2,3,7) = 15. Az @ = 3,8 = 4,7 = 8 stlyhdrmas
a harmadik esetre példa; d(p,q;3,4,8) = 15. A negyedik esetet szemlélteti az
o = 4,8 = 5,7 = 8 silyhdrmas. Igy d(p,q;4,5,8) = 18 és d(p,7;4,5,8) = 25
adodik. Tovabba, a = 4,8 = 7,y = 8 vélasztas az 6todik esetbe esik.. Ezekkel a
sulyokkal d(p,q;4,7,8) = 20 és d(p,r;4,7,8) = 31. Végill, a =3, ="7,7 =8 az
utolsé esetre példa; ezesetben d(p, q;3,7,8) =19 és d(p,r;3,7,8) = 28.

A kiilonboz6 silyeloszlasokhoz tartozé optimalis megolddsokat linedris egész-
értékii programozds segitségével irtuk le a [11] cikkben.

5.2. Silyozott tavolsagok tulajdonsagai és digitalis kérok

A silyozott tdvolsdgok bizonyos szempontbdl jobban viselkednek a szomszédsa-
gi sorozatokkal definialt tavolsagokndl, ugyanis a silyozott utak megfordithatéak,
illetve osszeflizhetéek, aminek kovetkezménye a kovetkezd eredmény ([32]).

5.2. TETEL. A silyozott tdvolsdg bdrmilyen pozitiv siilyhdrmas esetén metri-
kus.

A digitalis korok esetén a tavolsdgot itt az «, 3, silyhdrmassal azonositjuk
(és ezt {rjuk a felsé indexbe: Cg"ﬂ’“’). A természetes a < 5 < v feltétel teljesiilése
esetén az «, 3, v sulyokkal definidlt digitalis korok mindig digitalisan konvexek. Né-
hényat bemutatunk a 3. dbrdn. A lefrdsukhoz geometriai, kombinatorikai [15, 38]
és operdciSkutatdsi médszerek is alkalmazhatéak [10, 12]. Tébbek kozott egy 18-
sz0g alaku digitélis kort frtunk le Chvatal-vigas alkalmazasaval [12], és egy 63-sz0g
alakd digitélis kort is megadtunk [15]. Ezzel szemben a négyzetrdcson a hagyo-
manyos két szomszédsag segitségével, két sillyal, a digitdlis koroknek legfeljebb 8
cstcsa lehet. Ez egy olyan kutatdsi irdny, amely jelenleg is aktiv. fgy ez a teriilet
atvezet minket a kovetkezo6 kitekint6 fejezetbe.

,'/'

3. abra. Digitalis kordk stilyozott tavolsagokkal, Cot0? balra, 18-sz6g; Cage'”

kozépen, 27-sz0g és 03;)5’18 jobbra, 48-sz6g.
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6. Osszefoglalds és tovabbi kapcsol6dé kutatési irdnyok

A digitalis tavolsdgok elméletét foglaltuk Gssze a haromszogracson, képletet

adtunk a tavolsag kiszamitasara két tetszélegesen adott haromszogesempe kozott,
a tavolsagok metrikussagat is vizsgdltuk. Ezen tavolsagok nemcsak matemati-

kai
nég

szempontbdl érdekesek, hanem azért is, mert hasonléan a digitalis tavolsagok
yzetracson valé alkalmazasahoz, valtozatos médon hasznalhatéak pl. a digité-

lis képfeldolgozas teriiletén. Kapcsoldodd kutatasok folyamatban vannak a digitalis
korokkel kapcsolatosan. Mint lathattuk, a digitalis térben sokszor nem egy leg-
rovidebb 1t van két pont kozott. A legrovidebb utak szamat a héaromszogracson
mint kombinatorikai problémadt a [6, 36, 37] cikkekben vizsgdltuk.
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DIGITAL DISTANCES ON THE TRIANGULAR GRID

BENEDEK NAGY

One of the three regular tessellations of the plane is the triangular grid. It is based on
triangle tiles. Digital spaces, i.e., grids are used in image processing in computer graphics,
and the graphs/networks defined by them are also play importance in other disciplines.
In digital spaces, digital distances are defined based on (graph theoretical) shortest paths
between the tiles (they are also called pixels and points depending on the subdiscipline).
The concept of neighbor points plays a crucial role. Paths and digital distances allow to
use incremental algorithms and therefore of high importance. There are three types of
natural neighborhood on the triangular grid. The symmetric coordinate system describes
them nicely. In the basic digital distances the same type of neighborhood is used in each
step of the path. By neighborhood sequences, one can vary the used neighborhood criteria
step by step along the path giving a large variety of digital distances. However, some of
those distance may not meet the triangular inequality and/or not symmetric. Thus, when
metricity of the distance function is important, one may use the if and only if condition
provided for the neighborhood sequences to check their metricity. Another way to define various
digital distances based on various weights assigned to the steps between the various neighbor
points. These weighted (also called chamfer) distances are always define metrical distances.
Formulae to compute digital distances of the mentioned types are presented, as well as, some
further studies, including the description of some digital disks (balls) defined by digital distances.

Keywords: mneighborhood sequences, chamfer distances, weighted distances, triangular grid,
digital disks.
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