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A FUTOTT HATARRETEGEI LEIRO EGYENLETRENDSZER
ONHASONLO MEGOLDASAI

BARNA IMRE FERENC, MATYAS LASZLO, HRICZO KRISZTIAN

Dolgozatunkban a  hdvezetéses  hatarréteget leiré  parcialis
differencidlegyenlet-rendszer (PDE) idéfiiggd oOnhasonlé megolddsait
elemezziik. A tanulményozas soran kétféle hévezetési modellt vizsgalunk és
hasonlitunk 6ssze. A reguldris hévezetési modell esetén a sebesség, nyomads
és homérséklet dinamikai valtozdinak tér és id6éfiiggését kifejezziik specidlis
fuggvények alkalmazdsdval. Abban az esetben, ha a hdvezetési egyenletben
egy tovabbi, ugynevezett viszkdzus melegedési tagot is figyelembe vesziink
(amely nagyobb, redlisabb folyadék sebességek esetén érvényes), akkor
a hémérséklet eloszlds nem adhaté meg analitikus alakban. A viszkézus
novekedési tag alkalmazdsakor a hémérséklet eloszlds korabbi oszcillacidi
kisimulnak.

1. Bevezeto

Evidencianak tekinthetjiik, hogy a térben és idében lejatszodé folytonos termé-
szeti és tarsadalmi jelenségeket PDE-kel tudjuk adekvat médon leirni. Az aram-
lastan koztudottan egy ilyen tudoményteriilet. Ennek a diszciplinanak egyik igen
fontos aga a hatarrétegekben lejatszddoé fizikai folyamatokkal foglalkozik.

Ludwig Prandtl volt ezen tudoméanyteriilet uttordje, aki a huszadik szézad ele-
letek tagjainak hozzavetdleg fele elhagyhaté a hatérrétegekben lejatszddo aramla-
si jelenségek vizsgélata esetén [1]. Blasius 1908-as dolgozatdban [2] megadta az
Osszenyomhatatlan stacioner két dimenzids hatarrétegben valé dramlés profiljat. A
hatérrétegekben lejatszodo fizikai folyamatokat Schlichting mara mér klasszikussa
vélt tankonyvébdl barki részletekbe menden elsajdtithatja [3].

A fenti folyamatok jelenkori, aktudlis tudomanyos és mérnoki alkalmazdsait pe-
dig Hori [4] monografidjabdl ismerhetjiik meg. Az elmilt évtizedek sordn szdmos
kutato foglalkozott a hatérrétegeket leir6 PDE-kel, a tovabbiakban a teljesség igé-
nye nélkiil megemlitiink néhany szdmunkra relevans dolgozatot. Libby és Fox [5]
perturbéciés médszerekkel adott néhdny megolddst. Ma és Hui [6] 6nhasonlé meg-
oldasokat mutatott be a hatarrétegekre vonatkozéan. A kilencvenes években Burde
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[7, 8, 9] publikalt kiilonbsz6 analitikus megolddsokat a témaban. Weidman [10]
tovabbi megoldasokat publikalt hatarrétegekre keresztiranyu dramlasban. Ludlow
és munkatdrsai [11] szintén 6nhasonlé megolddsokat szdrmaztattak. Staciondrius
nem-newtoni hatérrétegeket Bogndr [12] analizélta és adott énhasonlé megoldé-
sokat. A késébbiek sordn pedig altaldnositotta a megoldédsait a stacioner héve-
zetési mechanizmust is figyelembe véve [13, 14, 15]. Kordbbi publikdcidink so-
ran mar vizsgaltuk a kétmidenziés nem-newtoni folyadékokat leiré Navier-Stokes
egyenletet, illetve a Rayleigh-Bénard-féle hévezetési problémdkat [16, 17, 18]. Ki-
jelenthetjiik, hogy bizonyos szempontbdl a flitott hatdarréteg probléméja részben
egy Rayleigh-Bénard feladathoz is hasonlit. Jelenlegi dolgozatunkban a Sedov &al-
tal bevezetett 6nhasonlé Ansatz-ot [19, 20] alkalmazzuk és ezéltal a kezdeti PDE
rendszert egy nemlinedris csatolt kozonséges differencidlegyenlet-rendszerré (KDE)
tudjuk transzformalni. A szarmaztatott KDE rendszert kvadratiraval tudjuk meg-
oldani és igy analitikus eredményeket kapunk a sebességre, a hémérsékletre, illetve
a nyomasra mint eredeti dinamikai valtozdkra.

Az alkalmazott vizsgalati mdédszeriinket két megfontolds teszi indokolttd. Az
els6, hogy a nemlinedris jelenségeket leiré nemlinearis PDE-k megoldasdnak nin-
csen altalanos, egzaktul kidolgozott matematikai elmélete, vagyis nem létezik al-
talanos megoldasi médszer. A vizsgdlatok néhdany mddszertol eltekintve ad-hoc
technikat igényelnek. Az egyik ilyen mddszer a redukciés technika, amikor va-
lamilyen 1j (a hely és id6valtozé kombindcidjabdl adédd) valtozd segitségével a
kezdeti PDE-k KDE-ké transzformélhatoak, amelyeket sok esetben kvadratiraval
integralva analitikus végeredményt kapunk. A kezdeti fizikai paraméterek pl. a
hovezetési allandd, a stirtiség a végsé KDE-ben mint szabad paraméterek tovabbra
is megmaradnak és hatasuk direkt modon vizsgalhatova valik.

Véleményiink szerint két ilyen fajta fizikailag relevans redukcids Ansatz (vagy
mésnéven prébafiiggvény) létezik, amelyek eredete a két ismert linedris idéfiiggd
PDE-ben keresendd. Ez a két alapvetd egyenlet a hulldm-, illetve a diffiziés (vagy
hévezetési) egyenlet. Linearitdsukbdl adédéan megolddsaikra igaz a szuperpozicié
tétele. Mindkét PDE-re létezik természetes probafuggveny vagy Ansatz. A hul-
ldmegyenlet egy tetszOleges fizikai véltozéra felirva -3 — -z 57 = 0 alakd, ahol ¢
a hulldm terjedési sebességét jeloli. A megoldasokat a kozismert haladé hullamu
Ansatz-cal, u = f(z &£ ct)-vel szdmithatjuk ki, amelyet szinte minden fizika szak-
konyv emlit. A diffiziés egyenlet esetén a Gauss-féle megoldds tobbféle médon
szarmaztathatd, amelyeket szinte minden szak-, illetve tankonyv részletesen le is
ir, viszont a megfeleld és természetes prébafiiggvényt, az énhasonlé Ansatz-ot nem
emlitik. Néhany sorban megmutathaté, hogy az énhasonlé Ansatz (t=%f[z/t°])
a két szabad kitevéjével (a, 8) természetes médon adja meg az id6ben lecsengd,
ugyanakkor a térben szétfoly6 (diszperziv) Gauss alaki fundamentdlis megolddst
[21].

Ezen két Ansatz segitségével tetszbleges nemlinedris PDE (vagy PDE rend-
szer) érdemben vizsgdlhaté és az eredményekbdl megitélhetjiik, hogy az egyenlet
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milyen mértékben mutat hullam, illetve diszperziv szétfoly6 tulajdonsdgokat. A
teljesség érdekében megemlitjiik a Lie szimmetrian [22] alapuld vizsgédlati médsze-
reket. Ezekkel a médszerekkel altalaban tobbféle, de leginkdbb csak matematika-
ilag érdekes és a fizikai elveknek sok esetben ellentmondé pl. divergens, végtelen
energidji megoldasok szarmaztathatoak. Személyes tapasztalataink szerint a Lie
szimmetriat alkalmazo szerzok dolgozataikban eredményként kapott fliiggvényeiket
egyaltalan nem prezentaljak abrakon, illetve a megoldasok paraméter fliggéseit és
ezek fizikai diszkussziéit is mellézik.

A jelenlegi cikk szerzdi egy jé évtizede kutatjdk a hidrodinamikai [23, 24],
kvantummechanikai [25] és elektrodinamikai folyamatokat [26] a haladé hulldmu,
illetve a fent emlitett (és a tovdbbiakban részletezésre keriil) énhasonlé Ansatz-ok
segitségével. Ezdltal a vizsgalt jelenségek globdlis hullam, illetve diffiziv (id6ben
»szétfoly6”) természetére vonatkozéan kapunk relevans informdciokat. A feladat
tovdabbi kihivasiat adja, hogy némely hullamszeri folyamatnal a két modszer
osszefiiggdvé vélik [27]. A tovdbbiakban a fiitott hatdrréteget leiré PDE-et fogjuk
az onhasonlé Ansatz-cal elemezni. Tudomédsunk szerint a szakirodalomban a
fatott hatarréteg egyenleteinek még nem léteznek ilyenfajta analitikus idofiiggd
megoldasai.

2. Az alkalmazott modell és a szarmaztatott eredmények

Vizsgdalatainkat az alabbi PDE rendszeren mutatjuk be:

ou Ov
e + a 0, (1)
op
ou ou ou 0%u  Op
Poop t Poo (U(%‘H)ax) = “372_%’ (3)
ca—T—i— c ua—T—i—va—T = naz—T—i—a % : (4)
PocCpgy TP\ Yoy Ty ) T a2 ay )

ahol a dinamikai valtozok az aldbbiak: u(x,y,t),v(x,y,t) a hatdrréteg fallal parhu-
zamos, illetve arra meréleges sebesség komponensei, p(z,y,t) a nyoméas, T'(z,y,t)
pedig a hémérséklet, ez esetben az a rész, amely az atlagtdl valo eltérést mu-
tatja. A rendszer elsé egyenlete az Gsszenyomhatatlan folyadékokra vonatkozo
anyagmegmaradast leiré kontinuitasi egyenlet, a mésodik a feliiletre meréleges
nyomésra vonatkozo egyenlet, a harmadik a feliilettel parhuzamos sebesség kom-
ponensre vonatkozé egyszeriisitett Navier-Stokes egyenlet. A bal oldal els6 tagja
a lokélis gyorsuldsért, a médsodik a konvektiv gyorsuldsért felelés. A jobb oldal
els6 tagja a nyomas gradiens, ez hajtja az aramlast, a méasodik tag pedig a belsé
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surlédasért felel. Az utolsé, negyedik egyenlet pedig egy hévezetési egyenlet. A
bal oldal els6 tagja a lokalis hémérséklet valtozasért, a masodik pedig a konvekcid
okozta hémérséklet valtozasért felel6s. A jobb oldal els6 tagja térbeli homérséklet
valtozasaért, utolsé tagja pedig disszipativ viszkozus flitésért felelés. A vizsgalt
rendszer geometriai viszonyait az els6 dbra szemlélteti.

Uy

1. dbra. A vizsgdalt rendszer geometridjat szemlélteté sematikus abra.
A szaggatott vonal egy, az origdbdl indulé félig végtelen feliilet mentén mutatja a
vizszintes sebesség komponens u(y) nagysigit az y tengely mentén.

Mind a négy dinamikai valtozo a két térbeli Descartes-féle koordinata, illet-
ve az id6 folytonos fiiggvénye. A szamitott megolddsainkat a C? kétszer foly-
tonosan differencialhaté fiiggvények terén értelmezziik és nem tételeziink fel pl.
L? térbeli integralhatésagot. Az egyenletben szerepld tovabbi fizikai paraméterek
Poos Cp, 1, K, 6 pedig a folyadék stirtisége aszimptotikus tdvolsdgokon és idékben,
az alland6é nyoméason vett fajhd, a kinematikai viszkozitas, a termikus difftzids
allando, valamint a viszkdzus fiitési tag er6ssége. A hdvezetési egyenlet utolso tag-
ja felelOs a viszkozitasbdl adodd héforrasért, amelynek hatdsa magasabb dramlési
sebességek esetén jelentés. Dolgozatunk mésodik felében eredményeinket 6sszeha-
sonlitjuk azon fltott hatarréteget leiré eredményekkel, amelyekben nem szerepel
ez a fajta viszkozus forrastag.

A fenti egyenletrendszer megoldéasat az aldbbi 6nhasonlé Ansatz alkalmazdsaval
keressiik [19, 20]:

u(x,y,t) = tiaf(n% v(x,ynﬁ) = tiég(n)v

_ 4 e (5)
T(l‘,y,t) =t Wh(ﬁ% p(xvyvt) =1 2(77),

ahol n = xjﬁy az 1j, ugynevezett hasonldsigi valtozd, f, g, h és i pedig a redukalt

rendszer hasonlésagi fiiggvényei. A maradék ot kis gorog betii a;, 3,7, 0 és € pedig
az Onhasonlé exponenseket jelenti, amelyek tetszéleges valds értékeket vehetnek
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fel. A hasonldsagi fiiggvényekrol feltessziik, hogy megfelel6 simasaggal rendelkez-
nek, tehat léteznek a fenti egyenletnek megfelels els6 és masodrendii derivaltakkal.
Az altalunk alkalmazott Ansatz geometridjat és tovabbi tulajdonsagait részletesen
elemeztiik el6z6 tanulmdnyainkban [16, 17, 18].

A hasonlésigi fiiggvények, illetve az 6nhasonlé exponensek pontos alakjdra vo-
natkozé szamitdsok menete a kovetkezd. Kiszamitjuk a dinamikai véltozok (5)
megfelel6 helykoordinata és id6 derivaltjait és visszahelyettesitjiik 0ket az eredeti
(4) rendszer megfelel§ egyenleteibe, igy az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

TP e 0g = 0,(6)
=P = 0,(7)

poc (—at =TT = BOTH) 4 poc(tTPO TP ff 1700 g ) =
+ut70¢725f// o tfefﬁilv (8)

PooCp (—Wtf"*lh — Bt h) + PooCp(t VBN 4707 Bgpy =
Iit_’y_2’8h/’ +at_2a_26(fl)2. (9)
A jobb atlathatésdg érdekében a hasonlésagi fliggvények n argumentum szerinti
derivélaséat '-vel jeloljitk (pl. %7;7) = f'(n)). Az 6nhasonlé Ansatz-cal a redukcié

sordn a kezdeti (z,y,t) valtozdkrdl az j n véaltozdra tériink at, de csak akkor,
ha a fenti egyenletrendszer fiiggetlenné valik az idotél. Tehat el kell érjiik, hogy
az Osszes id6beli hatvannyal (pl. t~*~1) minden egyenlet minden tagjat egysze-
risithesstik. igy egy linedris egyenletrendszert kapunk a kitevékre vonatkozoéan,
amely jelen esetben ellentmonddasmentesen és egyértelmiien megoldhaté. Minden
exponens az alabbi pozitiv raciondlis vagy egész értéket veszi fel:

a=B=05=1/2, e=1, v =1 (10)

Megjegyezziik, hogy az 1/2-es kitev értékek a reguldris hdvezetés esetén adjik
meg a Gauss megoldést. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a kapott sebességtér lénye-
gében egyfajta diffizios folyamat eredménye. Ez a kijelentés igaz a Navier-Stokes
egyenletekre is [23, 24]. Egy fontos megjegyzés, hogy az dnhasonlé Ansatz (5) nem
minden PDE rendszerre alkalmazhaté automatikusan, sok esetben az exponensek
kozotti feltételek ellentmondésra vezetnek.

A redukalt KDE rendszer az aldbbi alakot olti:

ff+g = 0, (11)

i’ = 0, (12)
pm<—£-—{f>-%mmﬁf“+gf) = uf' =4, (13)
PocCp <_h - h;) + pooCp(fI +gh') = wh" +a(f')*. (14)
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Rendszeriink egy hidnyos csatolt nemlinearis masodrendii KDE, ami néhény algeb-
rai 1épéssel szétcsatolhatd. Vegyiik észre, hogy az elsé két egyenlet teljes differen-
cidl és igy automatikusan integralhat6. Eredményeit kozvetleniil behelyettesitve a
(13) egyenletbe, a sebesség valtozdsdra vonatkozé KDE alakja a kovetkezo:

L(/Uf/-f—c277-i-03)‘|'%—01f=0, (15)

megoldéasat kvadratiraval kiszamithatjuk:

—2 foe] 2 oo - —c? oo
f= [ C2exp <p o ane >1/ 7Texp( Gap > .
Poo 4p % HPoo %

—Pos | C1Pos n(=n + 4c1)pos
2 —_ .
et (2 + i) e en) o ean (T2

a kifejezésben szerepl6 erf a hibafliggvényt jelenti, tulajdonsdgairdl a NIST kézi-
kényvbél [28] tdjékozédhatunk részletesebben. (A teljesség és eredményeink jovo-
beni reprodukalhatésdganak érdekében meg kell emliteniink, hogy a levezetett
KDE-k megoldasait a Maple 12 matematikai programcsomaggal szamitottuk ki,
majd derivdldssal és visszahelyettesitéssel ellendriztiik.) Vegyiik észre, hogy pozi-
tiv valds fizikai poo, 1 paraméter értékek esetén egy komplex mennyiség \/—poo /1t
adédik a hibafiiggvény argumentuméban, am a tovabbi komplex multiplikativ pre-
faktorral egyiitt a végsé megoldas tisztan valdssa vélik. Az eredmény lényeges pa-
ramétere a po/p hdnyados, amely ha nagyobb mint egy, akkor a fiiggvény elkezd
a Gauss gorbéhez hasonléva valni. A mésodik dbra altaldnos sebesség hasonléségi
fiiggvényeket (16) mutat kiilonféle paraméterértékekre. Az alkalmazott paramé-
terek onkényes értékiliek, amelyek segitségével megprébaltunk a lehet6 legaltala-
nosabb alaki megoldasokat szemléltetni. A harmadik dbra magat a sebességteret
dbrazolja a z = 0 projekciéra vonatkozéan. A fiiggvénynek az origéban nagyon
hegyes maximuma, illetve minimuma van, ezt kévetéen nagyon gyorsan csokken
mind térben, mind pedig idében.

A sebességtér megoldésfiiggvényének ismeretében a hémérséklet valtozdsra vo-
natkozé KDE egyértelmiien meghatarozhaté:

(16)

W' — psccph (1= 5 ) + poctph - alf)? = 0. (17)

Még a legegyszeriibb Gauss gorbe alaki sebesség hasonldsagi fliggvény esetén sem
kaphatunk analitikus, zart alaki megoldédst. Azonban, hogy vizsgalhassuk eredmé-
nyiinket, rogzitjik a (poo, ¢p, k) fizikai paramétereket és az integraldsi konstansokat
bizonyos értékekre. A negyedik dbra harom kiilonféle a viszkézus héforrds erdsség
értékre mutat megoldésfiiggvényeket. Megjegyezziik, hogy magasabb a paramé-
terérték magasabb végsé fliggvény értéket jelent. Az 6todik dbran megmutatjuk
a hémérséklet eloszlas viselkedését az a = 1 esetre. A kapott fiiggvény alakja
hasonlé maradt a hasonlésagi fiiggvényéhez.
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2. dbra. A sebesség tér f(n)
hasonlésédgi fiiggvényének (16)
grafikonjai hdrom kiilonféle
paraméter halmazra vonatkozéan
(€1, ¢2,€3,Ca, phy Poo)-

A fekete, a kék, illetve a piros vonal a
(1,0,1,0,4.1,0.9),(2,-1,0.5,0,2.5,1)
és a (2,2,0.3,0,10, 1) paraméter
kombinaciét jelenti.

140/
120
100
S 80
< 80
60

40

20

-0 -5 0 5 10 15 20

4. dbra. A hémérséklet h(n)
hasonlésdgi fiiggvényének (17)
grafikonja harom kiilénb6zo
viszkdzus hoforrds paraméter esetére
megadva. A fekete, kék és a piros
folytonos vonal a @ = 10,1 és 0.1
értékre szamitott gérbe. A tobbi
paraméter (c1,ca, 3, Ca, 4, Poo) €rtéke
pedig (2,-1,0.5,0,2.5,1).

u(x.t)

3. dbra. Az x irdny1 sebesség
komponens
u(z,y = 0,t) = t~Y/2f(n) grafikonja
ahol a (c1, ¢a, ¢, ¢4, 1y Poo)
paraméterek a (2,—1,0.5,0,2.5,1)
értékeket veszik fel.

5. dbra. A hémérséklet eloszlas
T(x,y =0,t) = t~'/2h(n) grafikonja az
a = 1 viszkézus héforrds erésség
értékre. A tobbi paraméter
(c1, ¢, €3, Cay 1y Poo) NUMerikus értéke
pedig (2,-1,0.5,0,2.5,1).
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A teljesség érdekében megadjuk a nyoméstérre vonatkozd eredményeket is. A
nyomasvialtozasra vonatkozé6 KDE és a megoldasa is trivialis:

i’ =0, 1= cyq, (18)
Ebbol kovetkezéen a nyomasfiiggvény alakja:

—e - Cq

p(@,y, ) =t ilz,y,t) = —, (19)
ami annyit jelent, hogy a nyomas konstans az egész térben egy adott idépontban,
am van egy 1/t alaku idébeli lecsengése, ami gyorsabb, mint a sebességtér eseté-
ben. Vegyiik észre, hogy a nyomds és a hémérséklet idébeli lecsengése azonos alaki.

Tanulményunk 6 célkitlizése, hogy eredményeinket osszehasonlitsuk a viszko-
zus fiitési tagot nem tartalmazé (a (9u/dy)* = 0) hidrodinamikai rendszer ered-
ményeivel.

A felhasznalt Ansatz megegyezik az el6z6vel (5. egyenlet), 4&m a kapott 6nha-
sonld exponensek alakja némileg megvaltozott:

a=p=0=1/2, e=1, v = tetszbleges valds. (20)

Mivel kevesebb a kényszer feltétel az exponensek kozott, ezért lehetséges, hogy a ~y
exponens értéke hatarozatlannd valt. Tehat a homérséklet eloszlas id6beli lecsen-
gése (vagy negativ értékek esetén végtelenhez val6 tartdsa) tetszéleges alakiva
valt. Mint a kés6bbiekben latni fogjuk, egy hatdrozatlan oénhasonlé exponens,
(mivel megjelenik a megolddsban) gazdag és sokrétii matematikai struktirédt ered-
ményez. Ertelemszerfien a szdrmaztatott KDE rendszer is nagyon hasonlé alaku.
A sebességre és a nyomasra vonatkozo eredmények teljes mértékben valtozatlanok,
igy ezekkel most nem foglalkozunk, Am a hémérséklet hasonlésagi fiiggvényére ado-
d6 KDE egyszeriibbé valt:

KW' = poocph’ (01 - g) + poccpyh = 0. (21)

Ezzel ellentétben (17)-nek viszont mér létezik zdrt alakd megoldésa:

e 1 cppooln — 2¢1]” 1 cppooln — 2¢1]?
h: 7'—1)— U 7'—p— 22
C2 (77 27 Ak + C3 v 27 Ak ) ( )

ahol az M és az U a reguldris és irregularis Kummer fiiggvényeket jeloli. Ezen
fiiggvények tulajdonsiagairdl részletekbe menden olvashatunk a mar emlitett NIST
kézikényvben [28]. A tovabbiakban a reguldris Kummer M megolddssal foglal-
kozunk (tehdt cs = 0), amelyik véges értéket vesz fel az origéban. A Kummer
M és U fiiggvények komplett ortonormalt rendszert alkotnak, ha a fiiggvények
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argumentumai linedrisak. Jelen esetben azonban az argumentum négyzetes. Ha-
sonlé négyzetes argumentumu fiiggvényekkel (amelyek linedris argumentum ese-
tén ortonormédlt rendszert alkotnak) eddigi vizsgdlataink sordn mar taldlkoztunk
a Navier-Stokes [23, 24] és a Madelung [25] egyenletek hasonlé analizisénél.

A hatodik dbra a hémérséklet hasonlésdgi fiiggvényét mutatja harom altalanos
paraméter egyiittesre kiszdmolva. A megoldds gorbeseregének legfontosabb pa-
ramétere a vy kiteve, minél nagyobb ennek az értéke, anndl t6bb nullditmenettel
rendelkezik a fiiggvény, am maximum értéke egyre csokken. A ci-es integralasi
konstans csak eltolja a megoldast az x tengely mentén, a co pedig csak skaldzza
a maximalis értéket. A £2°2 hinyados a megoldas félérték szélességéért felelds.
Néhany specidlis v értékre a Kummer fiiggvények mas specidlis fiiggvényekre egy-
szerlsodnek, v = :i:% és 0 esetére a megoldasok kifejezhet6vé véalnak a hibafiigg-
vénnyel. Negativ egész v értékekre paros foku polinomokat kapunk, pl. v = —1
esetén f = (c2 +c3) - (26 + cppoo[n — 2¢1]?). A polinom megolddsok n — oo esetén
divergédlnak, ezért nem tekinthetéek fizikailag relevans megoldasnak, ezért nem
elemezziik Oket részletesebben.

Az utolso, hetedik dbra a hémérséklet eloszlas y = 0 vetiiletét dbrazolja a v = 0.8-
as onhasonl6é exponens értékére. Lathatd, hogy a gyors tér és idébeli lecsengés
ellenére a fliggvény mutat egy eljelvaltast.

Mindezek ismeretében hasonlitsuk 6ssze a két vizsgalt modellt és értelmezziik
a kapott eredményeket. Evidens, hogy a sebesség és nyomastér fiiggetlen a hGmér-
séklet eloszldstdl (ezek lecsatolédnak a megoldds sordn). Egyértelmiien lathaté
tehdat a viszkézus flitési tag hatdsa. Azonos fizikai kezdeti feltételek mellett, ahol
az egész térben egy id6ben 1/t alakd nyomadseloszlds és egy térben erdsen lokali-
zalt és gyorsan csokkend sebességtér két 1ényegesen kiilonb6z6 homérséklet elosz-
last eredményez. A viszkdézus flités nélkiili esetben, a fiitott feliilet gyakorlatilag
kihtil, a kezdeti nagy sebesség és nyomads gyorsan csokkenti a hémérsékletet, koz-
ben kisebb-nagyobb oszcillacidkat okozva. A véges viszkdzus fiitési tag a dinamika
soran felmelegiti a feliiletet, egyfajta surlodasként hot termel és visszafogottabb
ingadozasokat eredményez.

3. Osszefoglalis és kitekintés

A dolgozatunkban flitott hatarrétegek PDE egyenleteit vizsgaltuk az énhason-
16 Ansatz segitségével. Kétféle modell eredményeit hasonlitottuk Ossze; az elsében
figyelembe vettiik a viszkozitdsbdl adodé flitési tagot, amely magasabb aramla-
si sebesség értékek esetén ad redlisabb eredményt, a masodik vizsgalt modellben
azonban melloztiik ezt a tagot. Mind a sebesség, mind a nyomdastér mindkét eset-
ben analitikusan kifejezhets. Az elsé esetben a hibafiiggvénnyel, a méasodikban
pedig egy trividlis, 1/t alaku id6fiiggvénnyel. A fizika szempontjabdl egyetlen 1é-
nyegesen kiilénb6z6 eredményt a hémérséklet eloszldsra kaptuk. A viszkézus fiitési
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“ ﬂ
3
2,
1,
h(n)
,1,
_2,
,3,
-10 -5 0 5 10
n

6. abra. A (21) hémérséklet
hasonldségi fiiggvényre h(n) vonatkozo
megoldas hdrom kiilonféle paraméter
szettre (7, ¢z, €3, Cp, Poo, k) Kiszdmitva.
A fekete, a kék és a piros vonal a
(0.8,4,0,1,0.9,0.3), (3.4,4,0,1,1,0.6)
és a (6.3,4,0,1,3,10) numerikus
értékekhez tartozé fliggvényeket
abréazolja.

3200

T(xt)
1200

-800
0.0

7. abra. A hémérséklet eloszlas
T(z,y =0,t) = #h(n) grafikonja a
(77, €2, €3, Cp, Poo, k) paraméterek
(0.8,4,0,1,0.9,0.3) numerikus értékeire.

tag hidnyaban az eredményeket négyzetes argumentumi Kummer-fiiggvényekkel
irtuk fel analitikus formaban, amely megoldasok egy erésen csillapodé oszcilldcids
tulajdonsdgot mutatnak. Tehat a hatarrétegben a hémérséklet nagy amplitudéju
valtozasokat mutat. Ha figyelembe vessziik a viszkézus tagot, akkor a végered-
mény nem irhaté fel analitikus alakban, viszont mindenfajta oszcillaciotél mentes
és egy logisztikus fliggvényre emlékeztetd formaju. Tanulményunknak tehat az
a legfontosabb kovetkeztetése, hogy a viszkézus hovezetési tag hidnyaban kihiil
a feliilet, kezdeti homérséklete oszcillalva csokken, am ha létezik véges viszkdzus
hovezetés, akkor ez az ingadozds mar enyhébb a folyamat soran.
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Tovabbi terveink, hogy vizsgdlatainkat kiterjesztjitk nem-newtoni kozegekre
is. Egy maésik természetes altaldnositasi lehetdség, hogy ferroelektromos, esetleg
magnetohidrodinamikus kozegek hatarrétegeit tanulmanyozzuk.
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SELF-SIMILAR SOLUTIONS OF THE INCOMPRESSIBLE BOUNDARY LAYERS WITH
VISCOUS HEAT CONDUCTION

IMRE FERENC BARNA, LASZLO MATYAS, KRISZTIAN HRICZO

We investigated the heated boundary layer equations with the time-dependent
self-similar Ansatz. We found that all the three dynamical variables, the velocity,
pressure and temperature fields could be expressed with special analytic functions
like error, Gaussian or Kummer functions. The parameter dependencies were studied
in details. Our analysis clearly showed that if the regular heat conduction equation
were complemented with the extra viscous heat conduction term (which were relevant
at higher velocities) then the resulting temperature distribution had no oscillatory
behaviour and could not be expressed with analytic functions any more.

Keywords: self-similar solutions, heat conduction, boundary layer
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