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A FŰTÖTT HATÁRRÉTEGET LEÍRÓ EGYENLETRENDSZER
ÖNHASONLÓ MEGOLDÁSAI

BARNA IMRE FERENC, MÁTYÁS LÁSZLÓ, HRICZÓ KRISZTIÁN

Dolgozatunkban a hővezetéses határréteget léıró parciális
differenciálegyenlet-rendszer (PDE) időfüggő önhasonló megoldásait
elemezzük. A tanulmányozás során kétféle hővezetési modellt vizsgálunk és
hasonĺıtunk össze. A reguláris hővezetési modell esetén a sebesség, nyomás
és hőmérséklet dinamikai változóinak tér és időfüggését kifejezzük speciális
függvények alkalmazásával. Abban az esetben, ha a hővezetési egyenletben
egy további, úgynevezett viszkózus melegedési tagot is figyelembe veszünk
(amely nagyobb, reálisabb folyadék sebességek esetén érvényes), akkor
a hőmérséklet eloszlás nem adható meg analitikus alakban. A viszkózus
növekedési tag alkalmazásakor a hőmérséklet eloszlás korábbi oszcillációi
kisimulnak.

1. Bevezető

Evidenciának tekinthetjük, hogy a térben és időben lejátszódó folytonos termé-
szeti és társadalmi jelenségeket PDE-kel tudjuk adekvát módon léırni. Az áram-
lástan köztudottan egy ilyen tudományterület. Ennek a diszcipĺınának egyik igen
fontos ága a határrétegekben lejátszódó fizikai folyamatokkal foglalkozik.

Ludwig Prandtl volt ezen tudományterület úttörője, aki a huszadik század ele-
jén skálázási érveléssel bebizonýıtotta, hogy a kétdimenziós Navier-Stokes egyen-
letek tagjainak hozzávetőleg fele elhagyható a hatérrétegekben lejátszódó áramlá-
si jelenségek vizsgálata esetén [1]. Blasius 1908-as dolgozatában [2] megadta az
összenyomhatatlan stacioner két dimenziós határrétegben való áramlás profilját. A
határrétegekben lejátszódó fizikai folyamatokat Schlichting mára már klasszikussá
vált tankönyvéből bárki részletekbe menően elsaját́ıthatja [3].

A fenti folyamatok jelenkori, aktuális tudományos és mérnöki alkalmazásait pe-
dig Hori [4] monográfiájából ismerhetjük meg. Az elmúlt évtizedek során számos
kutató foglalkozott a határrétegeket léıró PDE-kel, a továbbiakban a teljesség igé-
nye nélkül megemĺıtünk néhány számunkra releváns dolgozatot. Libby és Fox [5]
perturbációs módszerekkel adott néhány megoldást. Ma és Hui [6] önhasonló meg-
oldásokat mutatott be a határrétegekre vonatkozóan. A kilencvenes években Burde
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[7, 8, 9] publikált különböző analitikus megoldásokat a témában. Weidman [10]
további megoldásokat publikált határrétegekre keresztirányú áramlásban. Ludlow
és munkatársai [11] szintén önhasonló megoldásokat származtattak. Stacionárius
nem-newtoni határrétegeket Bognár [12] analizálta és adott önhasonló megoldá-
sokat. A későbbiek során pedig általánośıtotta a megoldásait a stacioner hőve-
zetési mechanizmust is figyelembe véve [13, 14, 15]. Korábbi publikációink so-
rán már vizsgáltuk a kétmidenziós nem-newtoni folyadékokat léıró Navier-Stokes
egyenletet, illetve a Rayleigh-Bénard-féle hővezetési problémákat [16, 17, 18]. Ki-
jelenthetjük, hogy bizonyos szempontból a fűtött határréteg problémája részben
egy Rayleigh-Bénard feladathoz is hasonĺıt. Jelenlegi dolgozatunkban a Sedov ál-
tal bevezetett önhasonló Ansatz-ot [19, 20] alkalmazzuk és ezáltal a kezdeti PDE
rendszert egy nemlineáris csatolt közönséges differenciálegyenlet-rendszerré (KDE)
tudjuk transzformálni. A származtatott KDE rendszert kvadratúrával tudjuk meg-
oldani és ı́gy analitikus eredményeket kapunk a sebességre, a hőmérsékletre, illetve
a nyomásra mint eredeti dinamikai változókra.

Az alkalmazott vizsgálati módszerünket két megfontolás teszi indokolttá. Az
első, hogy a nemlineáris jelenségeket léıró nemlineáris PDE-k megoldásának nin-
csen általános, egzaktul kidolgozott matematikai elmélete, vagyis nem létezik ál-
talános megoldási módszer. A vizsgálatok néhány módszertől eltekintve ad-hoc
technikát igényelnek. Az egyik ilyen módszer a redukciós technika, amikor va-
lamilyen új (a hely és időváltozó kombinációjából adódó) változó seǵıtségével a
kezdeti PDE-k KDE-ké transzformálhatóak, amelyeket sok esetben kvadratúrával
integrálva analitikus végeredményt kapunk. A kezdeti fizikai paraméterek pl. a
hővezetési állandó, a sűrűség a végső KDE-ben mint szabad paraméterek továbbra
is megmaradnak és hatásuk direkt módon vizsgálhatóvá válik.

Véleményünk szerint két ilyen fajta fizikailag releváns redukciós Ansatz (vagy
másnéven próbafüggvény) létezik, amelyek eredete a két ismert lineáris időfüggő
PDE-ben keresendő. Ez a két alapvető egyenlet a hullám-, illetve a diffúziós (vagy
hővezetési) egyenlet. Linearitásukból adódóan megoldásaikra igaz a szuperpoźıció
tétele. Mindkét PDE-re létezik természetes próbafüggvény vagy Ansatz. A hul-

lámegyenlet egy tetszőleges fizikai változóra feĺırva ∂2u
∂x2 − 1

c2
∂2u
∂x2 = 0 alakú, ahol c

a hullám terjedési sebességét jelöli. A megoldásokat a közismert haladó hullámú
Ansatz-cal, u = f(x ± ct)-vel számı́thatjuk ki, amelyet szinte minden fizika szak-
könyv emĺıt. A diffúziós egyenlet esetén a Gauss-féle megoldás többféle módon
származtatható, amelyeket szinte minden szak-, illetve tankönyv részletesen le is
ı́r, viszont a megfelelő és természetes próbafüggvényt, az önhasonló Ansatz-ot nem
emĺıtik. Néhány sorban megmutatható, hogy az önhasonló Ansatz (t−αf [x/tβ ])
a két szabad kitevőjével (α, β) természetes módon adja meg az időben lecsengő,
ugyanakkor a térben szétfolyó (diszperźıv) Gauss alakú fundamentális megoldást
[21].

Ezen két Ansatz seǵıtségével tetszőleges nemlineáris PDE (vagy PDE rend-
szer) érdemben vizsgálható és az eredményekből meǵıtélhetjük, hogy az egyenlet
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milyen mértékben mutat hullám, illetve diszperźıv szétfolyó tulajdonságokat. A
teljesség érdekében megemĺıtjük a Lie szimmetrián [22] alapuló vizsgálati módsze-
reket. Ezekkel a módszerekkel általában többféle, de leginkább csak matematika-
ilag érdekes és a fizikai elveknek sok esetben ellentmondó pl. divergens, végtelen
energiájú megoldások származtathatóak. Személyes tapasztalataink szerint a Lie
szimmetriát alkalmazó szerzők dolgozataikban eredményként kapott függvényeiket
egyáltalán nem prezentálják ábrákon, illetve a megoldások paraméter függéseit és
ezek fizikai diszkusszióit is mellőzik.

A jelenlegi cikk szerzői egy jó évtizede kutatják a hidrodinamikai [23, 24],
kvantummechanikai [25] és elektrodinamikai folyamatokat [26] a haladó hullámú,
illetve a fent emĺıtett (és a továbbiakban részletezésre kerülő) önhasonló Ansatz-ok
seǵıtségével. Ezáltal a vizsgált jelenségek globális hullám, illetve diffúźıv (időben

”
szétfolyó”) természetére vonatkozóan kapunk releváns információkat. A feladat
további kih́ıvását adja, hogy némely hullámszerű folyamatnál a két módszer
összefüggővé válik [27]. A továbbiakban a fűtött határréteget léıró PDE-et fogjuk
az önhasonló Ansatz-cal elemezni. Tudomásunk szerint a szakirodalomban a
fűtött határréteg egyenleteinek még nem léteznek ilyenfajta analitikus időfüggő
megoldásai.

2. Az alkalmazott modell és a származtatott eredmények

Vizsgálatainkat az alábbi PDE rendszeren mutatjuk be:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (1)

∂p

∂y
= 0, (2)

ρ∞
∂u

∂t
+ ρ∞

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂x

)
= µ

∂2u

∂y2
− ∂p

∂x
, (3)

ρ∞cp
∂T

∂t
+ ρ∞cp

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= κ

∂2T

∂y2
+ a

(
∂u

∂y

)2

, (4)

ahol a dinamikai változók az alábbiak: u(x, y, t), v(x, y, t) a határréteg fallal párhu-
zamos, illetve arra merőleges sebesség komponensei, p(x, y, t) a nyomás, T (x, y, t)
pedig a hőmérséklet, ez esetben az a rész, amely az átlagtól való eltérést mu-
tatja. A rendszer első egyenlete az összenyomhatatlan folyadékokra vonatkozó
anyagmegmaradást léıró kontinuitási egyenlet, a második a felületre merőleges
nyomásra vonatkozó egyenlet, a harmadik a felülettel párhuzamos sebesség kom-
ponensre vonatkozó egyszerűśıtett Navier-Stokes egyenlet. A bal oldal első tagja
a lokális gyorsulásért, a második a konvekt́ıv gyorsulásért felelős. A jobb oldal
első tagja a nyomás gradiens, ez hajtja az áramlást, a második tag pedig a belső
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súrlódásért felel. Az utolsó, negyedik egyenlet pedig egy hővezetési egyenlet. A
bal oldal első tagja a lokális hőmérséklet változásért, a második pedig a konvekció
okozta hőmérséklet változásért felelős. A jobb oldal első tagja térbeli hőmérséklet
változásáért, utolsó tagja pedig disszipat́ıv viszkózus fűtésért felelős. A vizsgált
rendszer geometriai viszonyait az első ábra szemlélteti.

1. ábra. A vizsgált rendszer geometriáját szemléltető sematikus ábra.
A szaggatott vonal egy, az origóból induló félig végtelen felület mentén mutatja a

v́ızszintes sebesség komponens u(y) nagyságát az y tengely mentén.

Mind a négy dinamikai változó a két térbeli Descartes-féle koordináta, illet-
ve az idő folytonos függvénye. A számı́tott megoldásainkat a C2 kétszer foly-
tonosan differenciálható függvények terén értelmezzük és nem tételezünk fel pl.
L2 térbeli integrálhatóságot. Az egyenletben szereplő további fizikai paraméterek
ρ∞, cp, µ, κ, a pedig a folyadék sűrűsége aszimptotikus távolságokon és időkben,
az állandó nyomáson vett fajhő, a kinematikai viszkozitás, a termikus diffúziós
állandó, valamint a viszkózus fűtési tag erőssége. A hővezetési egyenlet utolsó tag-
ja felelős a viszkozitásból adódó hőforrásért, amelynek hatása magasabb áramlási
sebességek esetén jelentős. Dolgozatunk második felében eredményeinket összeha-
sonĺıtjuk azon fűtött határréteget léıró eredményekkel, amelyekben nem szerepel
ez a fajta viszkózus forrástag.

A fenti egyenletrendszer megoldását az alábbi önhasonló Ansatz alkalmazásával
keressük [19, 20]:

u(x, y, t) = t−αf(η), v(x, y, t) = t−δg(η),

T (x, y, t) = t−γh(η), p(x, y, t) = t−ϵi(η),
(5)

ahol η = x+y
tβ

az új, úgynevezett hasonlósági változó, f, g, h és i pedig a redukált
rendszer hasonlósági függvényei. A maradék öt kis görög betű α, β, γ, δ és ϵ pedig
az önhasonló exponenseket jelenti, amelyek tetszőleges valós értékeket vehetnek
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fel. A hasonlósági függvényekről feltesszük, hogy megfelelő simasággal rendelkez-
nek, tehát léteznek a fenti egyenletnek megfelelő első és másodrendű deriváltakkal.
Az általunk alkalmazott Ansatz geometriáját és további tulajdonságait részletesen
elemeztük előző tanulmányainkban [16, 17, 18].
A hasonlósági függvények, illetve az önhasonló exponensek pontos alakjára vo-
natkozó számı́tások menete a következő. Kiszámı́tjuk a dinamikai változók (5)
megfelelő helykoordináta és idő deriváltjait és visszahelyetteśıtjük őket az eredeti
(4) rendszer megfelelő egyenleteibe, ı́gy az alábbi egyenletrendszert kapjuk:

t−α−βf ′ + t−α−δg′ = 0, (6)

t−ϵ−βi′ = 0, (7)

ρ∞
(
−αt−α−1f − βt−α−1f ′η

)
+ ρ∞(t−2α−βff ′ + t−α−δ−βgf ′) =

+µt−α−2βf ′′ − t−ϵ−βi′, (8)

ρ∞cp
(
−γt−γ−1h− βt−γ−1h′η

)
+ ρ∞cp(t

−α−γ−βfh′ + t−δ−γ−βgh′) =

κt−γ−2βh′′ + at−2α−2β(f ′)2. (9)

A jobb átláthatóság érdekében a hasonlósági függvények η argumentum szerinti

deriválását ′-vel jelöljük (pl. df(η)
dη = f ′(η)). Az önhasonló Ansatz-cal a redukció

során a kezdeti (x, y, t) változókról az új η változóra térünk át, de csak akkor,
ha a fenti egyenletrendszer függetlenné válik az időtől. Tehát el kell érjük, hogy
az összes időbeli hatvánnyal (pl. t−α−1) minden egyenlet minden tagját egysze-

rűśıthessük. Így egy lineáris egyenletrendszert kapunk a kitevőkre vonatkozóan,
amely jelen esetben ellentmondásmentesen és egyértelműen megoldható. Minden
exponens az alábbi pozit́ıv racionális vagy egész értéket veszi fel:

α = β = δ = 1/2, ϵ = 1, γ = 1. (10)

Megjegyezzük, hogy az 1/2-es kitevő értékek a reguláris hővezetés esetén adják

meg a Gauss megoldást. Úgy is fogalmazhatunk, hogy a kapott sebességtér lénye-
gében egyfajta diffúziós folyamat eredménye. Ez a kijelentés igaz a Navier-Stokes
egyenletekre is [23, 24]. Egy fontos megjegyzés, hogy az önhasonló Ansatz (5) nem
minden PDE rendszerre alkalmazható automatikusan, sok esetben az exponensek
közötti feltételek ellentmondásra vezetnek.

A redukált KDE rendszer az alábbi alakot ölti:

f ′ + g′ = 0, (11)

i′ = 0, (12)

ρ∞

(
−f

2
− f ′η

2

)
+ ρ∞(ff ′ + gf ′) = µf ′′ − i′, (13)

ρ∞cp

(
−h− h′η

2

)
+ ρ∞cp(fh

′ + gh′) = κh′′ + a(f ′)2. (14)
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Rendszerünk egy hiányos csatolt nemlineáris másodrendű KDE, ami néhány algeb-
rai lépéssel szétcsatolható. Vegyük észre, hogy az első két egyenlet teljes differen-
ciál és ı́gy automatikusan integrálható. Eredményeit közvetlenül behelyetteśıtve a
(13) egyenletbe, a sebesség változására vonatkozó KDE alakja a következő:

1

ρ∞
(µf ′ + c2η + c3) +

f · η
2

− c1f = 0, (15)

megoldását kvadratúrával kiszámı́thatjuk:

f =

[
−2c2
ρ∞

exp

(
ρ∞η2

4µ
− c1ηρ∞

µ

)
−
√

−π

µρ∞
exp

(
−c21ρ∞

µ

)
·

erf

(√
−ρ∞
4µ

+
c1ρ∞√
−µρ∞

)
(2c1c2 + c3) + c4

]
exp

(
η(−η + 4c1)ρ∞

4µ

)
.

(16)

a kifejezésben szereplő erf a hibafüggvényt jelenti, tulajdonságairól a NIST kézi-
könyvből [28] tájékozódhatunk részletesebben. (A teljesség és eredményeink jövő-
beni reprodukálhatóságának érdekében meg kell emĺıtenünk, hogy a levezetett
KDE-k megoldásait a Maple 12 matematikai programcsomaggal számı́tottuk ki,
majd deriválással és visszahelyetteśıtéssel ellenőriztük.) Vegyük észre, hogy pozi-
t́ıv valós fizikai ρ∞, µ paraméter értékek esetén egy komplex mennyiség

√
−ρ∞/µ

adódik a hibafüggvény argumentumában, ám a további komplex multiplikat́ıv pre-
faktorral együtt a végső megoldás tisztán valóssá válik. Az eredmény lényeges pa-
ramétere a ρ∞/µ hányados, amely ha nagyobb mint egy, akkor a függvény elkezd
a Gauss görbéhez hasonlóvá válni. A második ábra általános sebesség hasonlósági
függvényeket (16) mutat különféle paraméterértékekre. Az alkalmazott paramé-
terek önkényes értékűek, amelyek seǵıtségével megpróbáltunk a lehető legáltalá-
nosabb alakú megoldásokat szemléltetni. A harmadik ábra magát a sebességteret
ábrázolja a z = 0 projekcióra vonatkozóan. A függvénynek az origóban nagyon
hegyes maximuma, illetve minimuma van, ezt követően nagyon gyorsan csökken
mind térben, mind pedig időben.

A sebességtér megoldásfüggvényének ismeretében a hőmérséklet változásra vo-
natkozó KDE egyértelműen meghatározható:

κh′′ − ρ∞cph
′
(
c1 −

η

2

)
+ ρ∞cph+ a(f ′)2 = 0. (17)

Még a legegyszerűbb Gauss görbe alakú sebesség hasonlósági függvény esetén sem
kaphatunk analitikus, zárt alakú megoldást. Azonban, hogy vizsgálhassuk eredmé-
nyünket, rögźıtjük a (ρ∞, cp, κ) fizikai paramétereket és az integrálási konstansokat
bizonyos értékekre. A negyedik ábra három különféle a viszkózus hőforrás erősség
értékre mutat megoldásfüggvényeket. Megjegyezzük, hogy magasabb a paramé-
terérték magasabb végső függvény értéket jelent. Az ötödik ábrán megmutatjuk
a hőmérséklet eloszlás viselkedését az a = 1 esetre. A kapott függvény alakja
hasonló maradt a hasonlósági függvényéhez.
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2. ábra. A sebesség tér f(η)
hasonlósági függvényének (16)
grafikonjai három különféle

paraméter halmazra vonatkozóan
(c1, c2, c3, c4, µ, ρ∞).

A fekete, a kék, illetve a piros vonal a
(1, 0, 1, 0, 4.1, 0.9), (2,−1, 0.5, 0, 2.5, 1)
és a (2, 2, 0.3, 0, 10, 1) paraméter

kombinációt jelenti.

3. ábra. Az x irányú sebesség
komponens

u(x, y = 0, t) = t−1/2f(η) grafikonja
ahol a (c1, c2, c3, c4, µ, ρ∞)

paraméterek a (2,−1, 0.5, 0, 2.5, 1)
értékeket veszik fel.

4. ábra. A hőmérséklet h(η)
hasonlósági függvényének (17)
grafikonja három különböző

viszkózus hőforrás paraméter esetére
megadva. A fekete, kék és a piros
folytonos vonal a a = 10, 1 és 0.1
értékre számı́tott görbe. A többi

paraméter (c1, c2, c3, c4, µ, ρ∞) értéke
pedig (2,−1, 0.5, 0, 2.5, 1).

5. ábra. A hőmérséklet eloszlás
T (x, y = 0, t) = t−1/2h(η) grafikonja az

a = 1 viszkózus hőforrás erősség
értékre. A többi paraméter

(c1, c2, c3, c4, µ, ρ∞) numerikus értéke
pedig (2,−1, 0.5, 0, 2.5, 1).
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A teljesség érdekében megadjuk a nyomástérre vonatkozó eredményeket is. A
nyomásváltozásra vonatkozó KDE és a megoldása is triviális:

i′ = 0, i = c4, (18)

Ebből következően a nyomásfüggvény alakja:

p(x, y, t) = t−ϵ · i(x, y, t) = c4
t
, (19)

ami annyit jelent, hogy a nyomás konstans az egész térben egy adott időpontban,
ám van egy 1/t alakú időbeli lecsengése, ami gyorsabb, mint a sebességtér eseté-
ben. Vegyük észre, hogy a nyomás és a hőmérséklet időbeli lecsengése azonos alakú.

Tanulmányunk fő célkitűzése, hogy eredményeinket összehasonĺıtsuk a viszkó-
zus fűtési tagot nem tartalmazó (a (∂u/∂y)

2
= 0) hidrodinamikai rendszer ered-

ményeivel.
A felhasznált Ansatz megegyezik az előzővel (5. egyenlet), ám a kapott önha-

sonló exponensek alakja némileg megváltozott:

α = β = δ = 1/2, ϵ = 1, γ = tetszőleges valós. (20)

Mivel kevesebb a kényszer feltétel az exponensek között, ezért lehetséges, hogy a γ
exponens értéke határozatlanná vált. Tehát a hőmérséklet eloszlás időbeli lecsen-
gése (vagy negat́ıv értékek esetén végtelenhez való tartása) tetszőleges alakúvá
vált. Mint a későbbiekben látni fogjuk, egy határozatlan önhasonló exponens,
(mivel megjelenik a megoldásban) gazdag és sokrétű matematikai struktúrát ered-

ményez. Értelemszerűen a származtatott KDE rendszer is nagyon hasonló alakú.
A sebességre és a nyomásra vonatkozó eredmények teljes mértékben változatlanok,
ı́gy ezekkel most nem foglalkozunk, ám a hőmérséklet hasonlósági függvényére adó-
dó KDE egyszerűbbé vált:

κh′′ − ρ∞cph
′
(
c1 −

η

2

)
+ ρ∞cpγh = 0. (21)

Ezzel ellentétben (17)-nek viszont már létezik zárt alakú megoldása:

h = c2M

(
γ,

1

2
;−cpρ∞[η − 2c1]

2

4κ

)
+ c3U

(
γ,

1

2
;−cpρ∞[η − 2c1]

2

4κ

)
, (22)

ahol az M és az U a reguláris és irreguláris Kummer függvényeket jelöli. Ezen
függvények tulajdonságairól részletekbe menően olvashatunk a már emĺıtett NIST
kézikönyvben [28]. A továbbiakban a reguláris Kummer M megoldással foglal-
kozunk (tehát c3 = 0), amelyik véges értéket vesz fel az origóban. A Kummer
M és U függvények komplett ortonormált rendszert alkotnak, ha a függvények
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argumentumai lineárisak. Jelen esetben azonban az argumentum négyzetes. Ha-
sonló négyzetes argumentumú függvényekkel (amelyek lineáris argumentum ese-
tén ortonormált rendszert alkotnak) eddigi vizsgálataink során már találkoztunk
a Navier-Stokes [23, 24] és a Madelung [25] egyenletek hasonló anaĺızisénél.
A hatodik ábra a hőmérséklet hasonlósági függvényét mutatja három általános
paraméter együttesre kiszámolva. A megoldás görbeseregének legfontosabb pa-
ramétere a γ kitevő, minél nagyobb ennek az értéke, annál több nullátmenettel
rendelkezik a függvény, ám maximum értéke egyre csökken. A c1-es integrálási
konstans csak eltolja a megoldást az x tengely mentén, a c2 pedig csak skálázza
a maximális értéket. A

ρ∞cp
κ hányados a megoldás félérték szélességéért felelős.

Néhány speciális γ értékre a Kummer függvények más speciális függvényekre egy-
szerűsödnek, γ = ± 1

2 és 0 esetére a megoldások kifejezhetővé válnak a hibafügg-
vénnyel. Negat́ıv egész γ értékekre páros fokú polinomokat kapunk, pl. γ = −1
esetén f = (c2 + c3) · (2κ+ cpρ∞[η− 2c1]

2). A polinom megoldások η → ∞ esetén
divergálnak, ezért nem tekinthetőek fizikailag releváns megoldásnak, ezért nem
elemezzük őket részletesebben.
Az utolsó, hetedik ábra a hőmérséklet eloszlás y = 0 vetületét ábrázolja a γ = 0.8-
as önhasonló exponens értékére. Látható, hogy a gyors tér és időbeli lecsengés
ellenére a függvény mutat egy előjelváltást.

Mindezek ismeretében hasonĺıtsuk össze a két vizsgált modellt és értelmezzük
a kapott eredményeket. Evidens, hogy a sebesség és nyomástér független a hőmér-
séklet eloszlástól (ezek lecsatolódnak a megoldás során). Egyértelműen látható
tehát a viszkózus fűtési tag hatása. Azonos fizikai kezdeti feltételek mellett, ahol
az egész térben egy időben 1/t alakú nyomáseloszlás és egy térben erősen lokali-
zált és gyorsan csökkenő sebességtér két lényegesen különböző hőmérséklet elosz-
lást eredményez. A viszkózus fűtés nélküli esetben, a fűtött felület gyakorlatilag
kihűl, a kezdeti nagy sebesség és nyomás gyorsan csökkenti a hőmérsékletet, köz-
ben kisebb-nagyobb oszcillációkat okozva. A véges viszkózus fűtési tag a dinamika
során felmeleǵıti a felületet, egyfajta súrlódásként hőt termel és visszafogottabb
ingadozásokat eredményez.

3. Összefoglalás és kitekintés

A dolgozatunkban fűtött határrétegek PDE egyenleteit vizsgáltuk az önhason-
ló Ansatz seǵıtségével. Kétféle modell eredményeit hasonĺıtottuk össze; az elsőben
figyelembe vettük a viszkozitásból adódó fűtési tagot, amely magasabb áramlá-
si sebesség értékek esetén ad reálisabb eredményt, a második vizsgált modellben
azonban mellőztük ezt a tagot. Mind a sebesség, mind a nyomástér mindkét eset-
ben analitikusan kifejezhető. Az első esetben a hibafüggvénnyel, a másodikban
pedig egy triviális, 1/t alakú időfüggvénnyel. A fizika szempontjából egyetlen lé-
nyegesen különböző eredményt a hőmérséklet eloszlásra kaptuk. A viszkózus fűtési
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6. ábra. A (21) hőmérséklet
hasonlósági függvényre h(η) vonatkozó
megoldás három különféle paraméter
szettre (γ, c2, c3, cp, ρ∞, κ) kiszámı́tva.

A fekete, a kék és a piros vonal a
(0.8, 4, 0, 1, 0.9, 0.3), (3.4, 4, 0, 1, 1, 0.6)

és a (6.3, 4, 0, 1, 3, 10) numerikus
értékekhez tartozó függvényeket

ábrázolja.

7. ábra. A hőmérséklet eloszlás
T (x, y = 0, t) = 1

t1h(η) grafikonja a
(γ, c2, c3, cp, ρ∞, κ) paraméterek

(0.8, 4, 0, 1, 0.9, 0.3) numerikus értékeire.

tag hiányában az eredményeket négyzetes argumentumú Kummer-függvényekkel
ı́rtuk fel analitikus formában, amely megoldások egy erősen csillapodó oszcillációs
tulajdonságot mutatnak. Tehát a határrétegben a hőmérséklet nagy amplitúdójú
változásokat mutat. Ha figyelembe vesszük a viszkózus tagot, akkor a végered-
mény nem ı́rható fel analitikus alakban, viszont mindenfajta oszcillációtól mentes
és egy logisztikus függvényre emlékeztető formájú. Tanulmányunknak tehát az
a legfontosabb következtetése, hogy a viszkózus hővezetési tag hiányában kihűl
a felület, kezdeti hőmérséklete oszcillálva csökken, ám ha létezik véges viszkózus
hővezetés, akkor ez az ingadozás már enyhébb a folyamat során.
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További terveink, hogy vizsgálatainkat kiterjesztjük nem-newtoni közegekre
is. Egy másik természetes általánośıtási lehetőség, hogy ferroelektromos, esetleg
magnetohidrodinamikus közegek határrétegeit tanulmányozzuk.
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egyetemi adjunktus.
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Informatikai Tudományok Doktori Iskola, 2015
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pészmérnöki és Informatikai Kar, Anaĺızis Tanszék
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SELF-SIMILAR SOLUTIONS OF THE INCOMPRESSIBLE BOUNDARY LAYERS WITH
VISCOUS HEAT CONDUCTION

IMRE FERENC BARNA, LÁSZLÓ MÁTYÁS, KRISZTIÁN HRICZÓ

We investigated the heated boundary layer equations with the time-dependent
self-similar Ansatz. We found that all the three dynamical variables, the velocity,
pressure and temperature fields could be expressed with special analytic functions
like error, Gaussian or Kummer functions. The parameter dependencies were studied
in details. Our analysis clearly showed that if the regular heat conduction equation
were complemented with the extra viscous heat conduction term (which were relevant
at higher velocities) then the resulting temperature distribution had no oscillatory
behaviour and could not be expressed with analytic functions any more.
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