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DINAMIKUS RENDSZEREK SZÉTCSATOLÁSA BE- ÉS KIMENETI
TRANSZFORMÁCIÓKKAL

BAÁR TAMÁS, LUSPAY TAMÁS

Jelen kézirat egy olyan szétcsatolási eljárást mutat be, amely seǵıtségével di-
namikus rendszerek alrendszerekre bonthatók. Ezt a szétcsatolást a rendszer
be- és kimeneteinek megfelelő transzformációival érjük el. Ezen transzformá-
ciókat úgy határozzuk meg, hogy az átvitelt a kiemelni ḱıvánt alrendszeren
keresztül maximalizáljuk, mı́g a lecsatolni ḱıvánt alrendszereken keresztül
minimalizáljuk. Az ehhez szükséges vektorok kiszámı́tása a robusztus irá-
nýıtások témakörében ismert lineáris mátrix egyenlőtlenségekkel megfogal-
mazott optimalizálási feladatra vezethető vissza. Egy demonstrációs példa
bemutatása után részletesen tárgyaljuk a felmerült és még nyitott kérdéseket.

1. Bevezetés

Adott munkapont körül egy rendszer viselkedése léırható egy elsőrendű lineáris
differenciálegyenlet rendszerrel, melyet a rendszerelméletben állapotteres alaknak
nevezünk. Amennyiben a differenciálegyenlet rendszer együtthatómátrixa diago-
nalizálható, úgy a sajátvektorok seǵıtségével a rendszer blokkdiagonális struktú-
rára hozható, ez az úgynevezett modális alak. Ahogyan ezt később bemutatjuk,
ebben a reprezentációban a rendszert alkotó módusok az együtthatómátrixban
szétcsatoltak egymástól, azonban a rendszer bemenetén és kimenetén keresztül
kölcsönhatásba lépnek egymással. Ez azt is jelenti, hogy a rendszer válasza a külön-
böző módusok válaszainak szuperpoźıciójaként is meghatározható. A módusokat
tulajdonságaik vagy az elérendő iránýıtási cél alapján alrendszerekbe sorolhatjuk.

Nagydimenziós komplex rendszerek iránýıtásánál gyakran célszerű a tervezési
probléma egyszerűśıtése, amire az irodalomban többféle megközeĺıtés is létezik. A
kéziratban dinamikus rendszerek szétcsatolásával foglalkozunk, ami lehetővé te-
szi, hogy kiválasztott alrendszereket úgy iránýıtsunk, hogy közben nem lépünk
interakcióba a rendszer fennmaradó részével. Ez a tervezési eljárás az úgyneve-
zett strukturált szabályzótervezési megoldások irányába mutat [1]; esetünkben az
egyes alrendszerek iránýıtásához egymástól független, az adott alrendszerhez tar-
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tozó szabályzó tartozik1. A megközeĺıtés lehetővé teszi, hogy egyszerűbb, kisebb
együtthatómátrixszal léırható szabályozókat tervezzünk, melyek nem lépnek köl-
csönhatásba egymással.

A vonatkozó irodalomban többféle szétcsatolási eljárás létezik (lásd [3], [4]),
melyeknek egy közös pontja, hogy a rendszer be- és kimenetén megfelelően meg-
választott transzformációs vektorokat alkalmaznak. Ezen transzformációk seǵıtsé-
gével úgy összegzik skalár jelekké a rendszer be- és kimeneteit, hogy azok a lehető
legjobban jellemezzék az iránýıtani ḱıvánt alrendszert, miközben nem lépnek inter-
akcióba a fennmaradó dinamikával. [4] egy nemlineárisH2 norma maximalizáláson
alapuló transzformációs vektor számı́tást mutat be, ahol az iránýıtandó alrendszer
H2 normáját maximalizálják, miközben biztośıtják, hogy a transzformációs vekto-
rok merőlegesek legyenek a lecsatolandó alrendszerek be- és kimeneti mátrixaira.

A jelen cikkben bemutatott megközeĺıtés hasonló alapelvekre támaszkodik,
azonban az optimalizálási feladatot lineáris mátrix egyenlőtlenségek seǵıtségével
fogalmazzuk meg. A megközeĺıtés előnye a konvexitáson túl, hogy könnyen ki-
terjeszthető a rendszerelmélet szempontjából fontos rendszerosztályokra, többek
között bizonytalan, valamint lineárisan változó paraméterű (LPV) rendszerekre.

A cikk célkitűzése tehát a következő. Olyan be- és kimeneti transzformációs
vektorokat keresünk, melyek seǵıtségével egy modális alakban adott rendszer egy
kiválasztott alrendszerét leválaszthatjuk a fennmaradó dinamikáról. A transzfor-
mációs vektorokat úgy tervezzük meg, hogy egyrészről az átvitel H− index által
léırt minimális érzékenységét maximalizálják az iránýıtandó alrendszeren keresz-
tül. Ugyanakkor a lecsatolás érdekében a transzformációs vektorok az átvitel H∞
norma által léırt maximális érzékenységét csökkentik a fennmaradó alrendszereken
keresztül. A transzformációs vektorok alkalmazása után az eredmény ı́gy egy olyan
egy bemenetű és egy kimenetű rendszer, melyben a kiválasztott alrendszer a do-
mináns. A feladat megoldásához felhasznált lineáris mátrix egyenlőtlenségekben a
transzformációs vektorok diadikus szorzata jelenik meg, ı́gy a számı́tások során a
be- és kimenethez tartozó egy rangú transzformációs mátrixokat kell meghatároz-
nunk, melyekből a transzformációs vektorok a későbbiekben visszaszámı́thatóak.
A rangfeltétel betartása nélkül konvex optimalizálási feladatokat kell megoldani,
melyek globális optimumot szolgáltatnak. Az egy rangú transzformációs mátrixra
vonatkozó kitétel azonban egy nem konvex feltételt jelent, aminek kieléǵıtésére két
lehetséges megközeĺıtést vizsgáltunk eddigi munkánk során. Ezek változó mérték-
ben ugyan, de minden esetben valamilyen szintű heurisztikát tartalmaznak, ı́gy
globális optimum nem garantálható a feladat megoldása során.

1Jelen cikkben a szétcsatolási eljárás matematikai hátterére fókuszálunk és azt mutatjuk be,
hogy egy alrendszer hogyan iránýıtható a többitől függetlenül. A [2] cikk a 4.3. fejezetben részle-
tesen kitér arra az esetre, amikor több alrendszert szeretnénk egymástól független szabályzókkal
iránýıtani.
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A cikk célja, hogy bemutassa a megközeĺıtésünket, majd a még nyitott kér-
désekre kitérve párbeszédet ind́ıtson a különböző tudományterületek képviselői
között a módszer további fejlesztése érdekében. Az algoritmus részletes bemuta-
tása megtalálható a [2] cikkben. A felvetett kérdések között szerepel a részletes
alkalmazási feltételek kidolgozása, valamint egy rang minimalizációs probléma he-
urisztikáktól mentes megoldása.

A 2. fejezetben bemutatjuk az alkalmazott matematikai eszközöket, kitérve a
kiindulópontként felhasznált modális alakra, illetve a rendszer legkisebb és legna-
gyobb érzékenységének számı́tásához szükséges tételekre. Ezen ismeretek birtoká-
ban a 3. fejezetben bemutatott problémamegfogalmazás már könnyen követhető.
A 4. fejezetben mutatjuk be az általunk javasolt megközeĺıtést, mı́g az 5. fejezet egy
egyszerű példán keresztül szemlélteti a megközeĺıtést. Az általunk megvitatásra
érdemesnek ı́télt kérdéseket a 6. fejezetben tárgyaljuk.

2. Matematikai háttér

Ebben a fejezetben röviden tárgyaljuk az eredményekhez szükséges matemati-
kai eszközöket.

2.1. Az alkalmazott állapottér modell

Olyan rendszerekkel foglalkozunk, melyek egy munkapont körüli viselkedése le-
ı́rható elsőrendű lineáris differenciálegyenlet rendszerekkel. Ezen egyenletrendszert
nevezzük a rendszer állapotteres alakjának. Kiindulásként vizsgáljuk a folytonos
idejű Lineáris Időinvariáns (LTI) rendszerosztályt, mely az alábbi alakban adott

Pny×nu :

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(1)

a szokásos jelölésekkel: x ∈ Rnx az állapotvektor, u ∈ Rnu a bemenőjel és y ∈ Rny

a kimenőjel vektora. Továbbá feltételezzük, hogy a rendszer az alábbi alrendszer
alakban adott:

A =

[
Ac 0

0 Ad

]
, B =

[
Bc

Bd

]
,

C =
[
Cc Cd

]
, D =

[
D
]
.

(2)

Az A mátrix diagonalizálható, ha hasonló egy diagonális mátrixhoz, azaz léte-
zik egy invertálható T és egy blokkdiagonális X mátrix, hogy T−1AT = X teljesül.
Lineáris időinvariáns rendszerek esetében ha A diagonalizálható, a (2) alak mindig
elérhető és a rendszer modális alakjának nevezzük [5]. Az ehhez szükséges T transz-
formáció az A sajátvektorai alapján számı́tható. A konstrukció sajátossága, hogy
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minden blokk a rendszer egy dinamikai módusának felel meg, melyek mindegyike
egy darab valós (R), vagy egy komplex (melynek képzetes része (I)) póluspárral
jellemezhető. Ezek alapján a blokkdiagonális A feĺırható A = diag (A1, ..., An)
alakban, ahol az egyes blokkok a következőképpen definiáltak:

Ai =


λi, ha I (λi) = 0[

R (λi) I (λi)

−I (λi) R (λi)

]
, ha I(λi) ̸= 0.

(3)

A (2) reprezentáció egy speciális modális alaknak tekinthető, ahol a módus-
okat aszerint csoportośıtottuk, hogy melyeket szeretnénk iránýıtani, és melyeket
lecsatolni. Ez a blokkok egyszerű permutációjával elérhető. A későbbiekben az
iránýıtandó alrendszerre a {·}c jelölést (control), mı́g a lecsatolandó alrendszerre
a {·}d (decouple) jelölést alkalmazzuk. A probléma bemutatása során a tárgya-
lás egyszerűśıtése céljából feltételezzük hogy az iránýıtandó alrendszer csak egy
módust tartalmaz. Ez a megszoŕıtás azonban könnyen feloldható, ahogy az be-
mutatásra került a [2] cikkben. Felh́ıvjuk a figyelmet, hogy a (2) blokkdiagonális
reprezentáció nincs szétcsatolva, ugyanis az alrendszerek a ki- és bemeneti mátrixo-
kon keresztül kapcsolatba léphetnek egymással. Átviteli függvény mátrix alakban
a rendszer feĺırása

G(s) =
∑

i∈{c,d}

{
Ci(sI −Ai)

−1Bi +D/2
}
= Gc(s) + Gd(s), (4)

ahol Gc(s) az iránýıtandó, Gd(s) a lecsatolandó alrendszert, s a Laplace operátort,
és I a megfelelő dimenziójú egységmátrixot jelöli.

2.2. Minimális érzékenység

Egy dinamikus rendszer minimális érzékenysége a rendszer- és iránýıtáselmé-
letben, azon belül is a hibadetektálás irodalmában, gyakran használt és kutatott
mérték (lásd [6] és [7]). Ezen cikkben a véges frekvencia intervallum felett értel-
mezett H− indexet használjuk a minimális érzékenység léırására, mely az alábbi
módon van definiálva

||Gc(s)||
[
¯
ω,ω̄]
− := inf

ω∈[
¯
ω,ω̄] ¯

σ
[
Gc(jω)

]
, (5)

ahol σ jelöli a rendszer legkisebb szinguláris értékét. Továbbá j az imaginárius
egységet, ω a frekvencia változót (a Fourier transzformáció változóját),

¯
ω és ω̄

pedig a vizsgált frekvenciatartomány alsó és felső határát jelöli. Egy dinamikus
rendszer minimális érzékenységének kiszámı́tására számos módszer létezik, mi az
általánośıtott Kalman - Yakubovich - Popov (GKYP) lemmán alapuló megköze-
ĺıtést [8] követjük, mely egy konvex optimalizálási feladatra vezet, ún. Lineáris
Mátrix Egyenlőtlenség (Linear Matrix Inequality - LMI) t́ıpusú korlátozások mel-
lett. A vonatkozó tétel a következőképpen fogalmazható meg:
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2.1. Tétel. Minimális érzékenység véges frekvenciatartomány felett [9]. Adott
a rendszer állapotteres alakja (1) és átviteli függvény mátrixa (4). Legyen Π =[
−I 0

0 β2I

]
∈ R(nx+ny)×(nx+ny), továbbá

¯
ω, ω̄ jelölje a frekvencia tartomány leg-

kisebb és legnagyobb elemét, valamint legyen ω̃ = ¯
ω+ω̄
2 . Ekkor ||Gc(s)||

[
¯
ω,ω̄]
− > β

akkor és csak akkor, ha létezik Pc hermitikus, Qc ≻ 0 pozit́ıv definit mátrix, vala-
mint β > 0 skalár, hogy[

Ac Bc

I 0

]T

Ξ

[
Ac Bc

I 0

]
+

[
Cc D

0 I

]T

Π

[
Cc D

0 I

]
≺ 0, (6)

ahol Ξ =

[
−Qc Pc + j ω̃

2Qc

Pc − j ω̃
2Qc −

¯
ωω̄Qc

]
.

Bizonýıtás. A bizonýıtás elérhető a [9] cikkben. ⊓⊔

2.3. Legnagyobb érzékenység

Egy dinamikus rendszer legnagyobb érzékenysége a robusztus iránýıtások iro-
dalmában a H∞ norma, ami az alábbi módon definiált

||Gd(s)||∞ := sup
ω

σ̄
[
Gd(jω)

]
, (7)

itt σ̄ jelöli a rendszer legnagyobb szinguláris értékét. Hasonlóan a H− index szá-
mı́tásához, H∞ norma esetében is az LMI alapú megközeĺıtést használjuk, amely
az irodalomban Bounded Real Lemma-ként ismeretes és a következőképpen fogal-
mazható meg:

2.1. Lemma. A Bounded Real Lemma [10]. Legyen γ ≥ 0 egy nemnegat́ıv

konstans skalár. Ekkor ||Gd(s)||[0,∞)
∞ < γ, akkor és csak akkor, ha létezik olyan

pozit́ıv definit szimmetrikus Pd mátrix, hogy[
AT

d Pd + PdAd + CT
d Cd PdBd + CT

d D

BT
d Pd +DTCd DTD − γ2I

]
≼ 0. (8)

Bizonýıtás. A bizonýıtás megtalálható a [10] könyvben. ⊓⊔

3. Probléma megfogalmazás

Miután bevezettük a szükséges matematikai fogalmakat és jelöléseket, rátérünk
a kitűzött feladat részletes ismertetésére. Tekintsük ehhez az 1. ábrát! Tervezzük
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1. ábra. A zárt rendszer be- és kimeneti transzformációkra épülő iránýıtási struk-
túrája

meg a szaggatott vonallal jelölt
”
környezetet” úgy, hogy az lehetővé tegye a kivá-

lasztott Gc(s) alrendszer iránýıtását a hozzá tartozó Cc(s) szabályzó seǵıtségével,
miközben a szabályozó a lehető legkisebb hatást gyakorolja a Gd(s) alrendszerre.
Matematikailag ez a minimális érzékenység ū-ról ȳ-ra történő maximalizálása a
Gc(s) alrendszeren keresztül, miközben az átvitel maximális érzékenységét mini-
malizáljuk a Gd(s) alrendszeren keresztül. Ahogyan ez az 1. ábrán látható, a szét-
csatolást be- és kimeneti transzformációk seǵıtségével ḱıvánjuk elérni. Vezessük
be tehát a be- és kimeneti ku ∈ Rnu×1 és ky ∈ Rny×1 normált (∥ku∥ = ∥ky∥ = 1)
transzformációs vektorokat. Ezek a rendszer be- és kimeneteit egy-egy jellé vonják
össze, egy SISO (Single Input Single Output) iránýıtási feladatot eredményez-
ve. A bemeneti vektor szétosztja a beavatkozó jelet (u = kuū), hogy az csak az
iránýıtani ḱıvánt alrendszerre hasson. Hasonlóan az ȳ = kTy y ∈ R vektorral az
iránýıtandó módusra vonatkozó információkat maximalizáljuk, mı́g a lecsatolandó
módusra vonatkozókat minimalizáljuk. A bemutatott problémát a következőképp
formalizálhatjuk a bevezetett H− és H∞ mértékek seǵıtségével:

3.1. Probléma. Szétcsatolási probléma. Keressük azokat a normált ku és ky
vektorokat, melyekkel az iránýıtandó alrendszer minimális erőśıtését maximalizál-
juk, azaz

max
ku,ky

β

korlátozások: ||kTy Gc(s)ku||
[
¯
ω,ω̄]
− > β, β ≥ 0,

(9)

mı́g a lecsatolandó alrendszer maximális erőśıtését minimalizáljuk, azaz

min
ku,ky

γ

korlátozások: ||kTy Gd(s)ku||∞ < γ, γ ≥ 0,
(10)

a meghatározott [
¯
ω, ω̄] frekvencia intervallum felett. A β és γ változók két nem-
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negat́ıv skalárt jelölnek, melyek a rendszer minimális és maximális erőśıtését jel-
lemzik.

A következőkben röviden kitérünk a véges frekvenciatartomány bevezetésének
szükségességére. A [11] cikk a minimális érzékenység LMI alapú számı́tását tár-
gyalja végtelen frekvenciaintervallum felett. Ez a megközeĺıtés a 2.1. Lemmához
hasonló eredményre jut, azonban a megoldhatóság feltétele hogy D ̸= 0. A 4. fe-
jezetben látni fogjuk, hogy a megoldandó feladatokban D értéke 0. Ezekben az
esetekben a minimális érzékenység kiszámı́tása véges frekvencia intervallum felett
lehetséges, ami viszont a több változó miatt növeli a probléma komplexitását.
Az előbbiekkel szemben a maximális érzékenység számı́tása a 2.1. Lemma alapján
D = 0 mellett is megoldható. Így bár létezik véges frekvenciatartományra meg-
fogalmazott formája is az emĺıtett lemmának (lásd [8], [12]), nem szükséges azt
használnunk. Ezáltal egy kevesebb optimalizálási változót magába foglaló, egysze-
rűbb optimalizálási feladatot kell megoldanunk (a véges frekvenciaintervallumra
vonatkozó megközeĺıtés helyett), miközben a nem ḱıvánt dinamika hatását a teljes
frekvenciatartományon csökkenthetjük.

Logikus kérdésként merülhet fel, hogy egy egyszerűbb optimalizálási problé-
mára vezet-e, ha ku-t Bd sorvektor-terére merőleges vagy minimális normájú vek-
torként keressük (valamint ky-t hasonló módon a Cd oszlopterére merőlegesen).
LTI rendszerek esetében található lehet olyan ku és ky, ami a lecsatolandó al-
rendszer átvitelét csökkenti. További megfelelő korlátozások bevezetésével Bc és
Cc figyelembevételével az iránýıtandó alrendszeren történő átvitelt is növelhetjük.
Azonban más rendszerosztályokra, figyelembe véve azok speciális tulajdonságait,
ez a megközeĺıtés nehézkes. Ezzel szemben a 3.1. probléma megfogalmazása a
rendszerelméletben széles körben alkalmazott Lineáris Mátrix Egyenlőtlenségekkel
megfogalmazható rendszernormákon (a H− index esetében kvázi normán) alapul.
A megközeĺıtés előnye, hogy más rendszerosztályokra is könnyen kiterjeszthető,
könnyen beilleszthető az azok vizsgálatára az irodalomban kialakult keretrendszer-
be. A 6. fejezet megemĺıti, hogy a módszert ezen tulajdonságának köszönhetően
már sikeresen alkalmaztuk Lineáris Változó Paraméterű (LPV), valamint bizony-
talan rendszerekre is.

4. A javasolt szétcsatolási módszer

A be- és kimeneti transzformációs vektorokat egymásra épülő iterációs lépé-
sek során határozhatjuk meg. Első lépésben egy ku bemeneti vektor számı́tását
mutatjuk be, majd a második lépésben a hozzá tartozó ky kimeneti vektort tervez-
zük meg. Megjegyezzük, hogy a számı́tás sorrendje felcserélhető. Az algoritmus a
rendszer D mátrixát nem veszi figyelembe, ı́gy a későbbiekben ettől eltekintünk.
Amennyiben a rendszerben van D mátrix, a [2] cikkben bemutatott, a D hatását
kompenzáló megközeĺıtést javasoljuk. Ez a tervezés menetét nem befolyásolja.
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4.1. Bemenet szétcsatolás

Ebben az alfejezetben olyan ku vektort ḱıvánunk meghatározni, mely biztośıtja,
hogy a kiválasztott alrendszer állapotainak gerjesztése maximális legyen, miköz-
ben a többi alrendszer állapotaira való hatást minimalizálja. Ennek érdekében a
rendszer kimeneteit ebben a lépésben úgy módośıtjuk, hogy azok a rendszer álla-
potainak gerjesztését közvetlenül tükrözzék. Az új performancia kimeneteket az
állapotok összegeként határozzuk meg2, azaz

A =

[
Ac 0

0 Ad

]
, B =

[
Bc

Bd

]
, C =

[
Ic Id

]
, (11)

ahol Ic ∈ R1×nxc és Id ∈ R1×nxd egyesekből álló vektorok. A cél, hogy a H− index
által jellemzett minimális érzékenységet maximalizáljuk az iránýıtandó alrendszer
performancia kimenetére, mı́g a H∞ normával jellemzett maximális érzékenységét
minimalizáljuk a lecsatolandó alrendszer esetében.

A részletek tárgyalása előtt megjegyezzük, hogy annak érdekében, hogy válto-
zóiban lineáris feladatot kapjunk, ebben a lépésben a (11) rendszer duális repre-
zentációját alkalmazzuk, amely

Ã =

[
AT

c 0

0 AT
d

]
, B̃ =

[
ITc
ITd

]
, C̃ =

[
BT

c BT
d

]
. (12)

Nyilvánvaló, hogy a duális reprezentáció nem módośıtja egy rendszer minimális,
illetve maximális érzékenységét.

Ezek után, ha a (6) és (8) egyenlőtlenségeket feĺırjuk a duális reprezentációra,
majd behelyetteśıtjük az eredeti rendszerléırás mátrixait, úgy az alábbi alakokat
kapjuk: [

AT
c ITc
I 0

]T

Ξ

[
AT

c ITc
I 0

]
+

[
BT

c 0

0 I

]T

Π

[
BT

c 0

0 I

]
≺ 0, (13)

és [
PdA

T
d +AdPd +BdKuB

T
d PdId

T

IdPd −γ2I

]
≼ 0, (14)

ahol Π =

[
−Ku 0

0 β2I

]
. Itt bevezettük a Ku = kuk

T
u ∈ Rnu×nu ún. bemenetfúziós

2Az új kimeneti egyenletek megfelelő dimenziós egységmátrixokként történő definiálása is egy
logikus választás lehetne, azonban ez problémákat eredményezne a (13) egyenlőtlenség megol-
dásakor. A [2] cikk A.1. fejezetében megmutattuk, hogy a (6) képletben megadott LMI feltétel
csak ún. magas vagy négyzetes rendszerek esetében oldható meg (vagyis ahol ny ≤ nu). Az
Ic, Id választással garantálhatjuk, hogy a (12) rendszer négyzetes vagy magas reprezentációt
eredményezzen.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2022)



DINAMIKUS RENDSZEREK SZÉTCSATOLÁSA BE- ÉS KIMENETI
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mátrixot: a bemenet transzformációs vektorok diadikus szorzatát. Az egyenlőtlen-
ségekben Ku csak a duális reprezentáció miatt jelenik meg, mely használata nélkül
bilineáris mátrix egyenlőtlenségekre vezetne a feladat. Azonban Ku defińıciójából
következően egy 1-rangú mátrix, amit a feladat megoldása során figyelembe kell
venni. Mivel ebben a lépésben a mérési egyenletektől eltekintünk, ezért D = 0.

Ezeket figyelembe véve, a keresett bemeneti fúziós vektor meghatározására az
alábbi optimalizálási feladaton alapuló módszert javasoljuk.

4.1. Módszer. Bemeneti fúziós vektor tervezés. Az (1) rendszerhez tartozó ku
optimális fúziós vektor kiszámı́tható mint a Ku fúziós mátrix legnagyobb szingu-
láris értékéhez tartozó baloldali szinguláris vektora, ahol Ku a következő optima-
lizálási feladat eredménye

min
Pd, Ku, Pc, Qc, β2, γ2

− β2 + γ2

korlátozások: (13), (14), Pd = PT
d , Pd ≽ 0,

Pc = PT
c , Qc = QT

c , Qc ≽ 0,

Ku = KT
u , 0 ≼ Ku ≼ I, és rang (Ku) = 1,

(15)

ahol I a megfelelő dimenziójú egységmátrix.

Megjegyezzük, hogy a 4.1. módszer több optimalizálási változó egyidejű minimali-
zálását ı́rja elő, ami gyakori a H−/H∞ hibadetektáló szűrő tervezési problémáknál
[6]. Azonban a rang(Ku) = 1 feltétel egy nem konvex feltétel, melynek kieléǵıtése
több módszerrel is megvalóśıtható, melyeket röviden az alábbiakban foglalhatunk
össze:

4.1. Megoldás. Egy korábbi publikációban a Ku mátrix nyomának minimali-
zációjára alapuló heurisztikus eljárást alkalmaztunk a rangfeltétel betartására [13].
Az eljárás lényege, hogy egy négyzetes mátrix rangjának minimalizálása visszave-
zethető a mátrix nyomának minimalizálására. Ebben az esetben a nem konvex
rang feltételt felváltja egy, a célfüggvényhez hozzáadott, a Ku nyomának minima-
lizálására vonatkozó tag. Azonban ez a heurisztikus megközeĺıtés a gyakorlatban
sokszor nem eredményez valóban 1-rangú megoldást.

4.2. Megoldás. Egy másik lehetséges megközeĺıtés a váltakozó vet́ıtések mód-
szere, melyet a [2] cikkben alkalmaztunk a vonatkozó problémára, a [14] cikk alap-
ján. Ebben a szerzők egy csökkentett dimenziós H∞ szabályzó tervezési feladat
során eléǵıtik ki a felmerülő rangfeltételt a váltakozó vet́ıtések módszerének seǵıtsé-
gével. Az alapötlet a következő. Vezessünk be egy Γkonvex konvex halmazt, melyet
(15) definiál a Ku-ra vonatkozó rangfeltétel nélkül. Továbbá a Ku-ra vonatkozó
nem-konvex rangfeltételt értelmezzük egy Γrang halmaz felett. Feltételezzük, hogy
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a két halmaznak van nem üres metszete, tehát létezik 1-rangú megoldása az opti-
malizálási feladatnak. A célunk, hogy ebben a metszetben találjunk megfelelő Ku

mátrixot. A váltakozó vet́ıtések módszerével a feladat megoldható a két halmaz
közötti merőleges vet́ıtések egymásutáni alkalmazásával. A módszer garantálja,
hogy minden egyes vet́ıtés során a vet́ıtett mátrix képe a másik halmazon a lehető
legközelebb esik a vet́ıtett mátrixhoz. Továbbá bizonýıtható, hogy a vet́ıtések egy-
értelműek [15]. Azonban a módszer egy bizonyos szintű heurisztikát még mindig
hordoz magában, amiből fakadóan csak lokális konvergencia garantálható, globális
nem, de a gyakorlatban kieléǵıtőnek bizonyul.

A módszer több merőleges vet́ıtés egymásutáni sorozatából áll. A teljes rangú
megoldásból kiindulva minden egyes sorozatban eggyel csökkentjük a Ku mátrix
rangját, amı́g el nem érjük a ḱıvánt 1-rangú megoldást. A vet́ıtések során a kö-
vetkező két lemmát használjuk.

4.1. Lemma. Merőleges vet́ıtés a Γrang halmazra [14]. Legyen Z ∈ Γn×n
rang és

legyen Z = USV T a Z szinguláris érték felbontása. A Z⋆ = PΓn−k
rang

Z, merőleges

vet́ıtése Z-nek a Γ
(n−k)×(n−k)
rang n− k dimenziós halmazra a

Z⋆ = USn−kV
T (16)

összefüggéssel definiálható, ahol az Sn−k diagonális mátrixot úgy kapjuk, hogy
S-nek a k darab legkisebb szinguláris értékét 0-val helyetteśıtjük.

4.2. Lemma. Vet́ıtés az LMI-k által definiált Γkonvex konvex halmazra [14].
Legyen Γkonvex konvex halmaz, egy LMI-vel definiálva. Akkor az X⋆ = PΓX vet́ı-
tés egyértelműen számı́tható az alábbi Y -ra vonatkozó szemidefinit optimalizálási
probléma seǵıtségével a következőképp

min trace(S)

korlátozások:

[
S (Y −X)T

Y −X I

]
≽ 0,

Y ∈ Γkonvex, S, Y,X ∈ Rn×n,

(17)

ahol S = ST .

Megjegyezzük, hogy a Schur-komplemens tétel [16] alkalmazásával a (17)-ben adott

LMI át́ırható S− (Y −X)I(Y −X)T ≽ 0 alakba. Így figyelembe véve a Frobenius
norma (||A||2F = trace(AAT )) defińıcióját A = Y −X helyetteśıtés mellett látható,
hogy (17) az X és Y mátrixok Frobenius normából származtatott távolságát mi-
nimalizálja. A váltakozó vet́ıtésekkel kapcsolatos további részleteket az érdeklődő
olvasó a [14] cikkben találhat.
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A bemeneti transzformációs vektor tervezés a 4.1. módszer seǵıtségével meg-
tehető, a fentebb vázolt megoldásokat felhasználva. Az eredményül kapott ku
vektort alkalmazzuk az alrendszerek bemeneteire, majd használjuk a kimeneti
transzformációs vektor számı́tása során az alábbi jelölésrendszert: Ā{c,d} = A{c,d},
B̄{c,d} = B{c,d}ku, C̄{c,d} = C{c,d}.

4.2. Kimenet szétcsatolás

Miután meghatároztuk a bemeneti szétcsatolás vektorát, figyelmünket a kime-
neti transzformációs vektor meghatározására ford́ıtjuk. ky egy összevont kimenet-
ben maximalizálja az iránýıtani ḱıvánt alrendszerre vonatkozó információt, mı́g
minimalizálja a többi alrendszerre vonatkozókat. Az előző alfejezethez hasonlóan
az iránýıtani ḱıvánt alrendszeren keresztül maximalizáljuk a minimális érzékeny-
séget, mı́g a lecsatolandó alrendszereken keresztül minimalizáljuk a legnagyobb
érzékenységet. Mivel a D mátrixot a bemeneti transzformáció során nem vettük
figyelembe, ı́gy itt is eltekintünk tőle, ennek hatása figyelembe vehető a zárt körben
egy −kTy Dku előrecsatoló tag bevezetésével.

Alkalmazva az előző alfejezet végén bevezetett jelöléseket, a feladat megoldá-
sához szükséges LMI korlátozások a következőképpen ı́rhatóak[

Āc B̄c

I 0

]T

Ξ

[
Āc B̄c

I 0

]
+

[
C̄c 0

0 I

]T

Π

[
C̄c 0

0 I

]
≺ 0, (18)

és [
Ā

T
d Pd + PdĀd + C̄

T
d KyC̄d PdB̄d

B̄
T
d Pd −γ2I

]
≼ 0, (19)

ahol Π =

[
−Ky 0

0 β2I

]
. Hasonlóan az előző alfejezethez, itt is bevezetésre került

a diadikus szorzatként adódó Ky = kyk
T
y kimenet transzformációs mátrix.

4.2. Módszer. Kimeneti transzformációs vektor tervezése. A rendszerhez tar-
tozó ky optimális kimeneti transzformációs vektor a Ky mátrix legnagyobb szingu-
láris értékéhez tartozó baloldali szinguláris vektoraként számı́tható. Ky kieléǵıti a
következő optimalizálási feladatot.

min
Pd, Ky, Pc, Q, β2, γ2

− β2 + γ2

korlátozások: (18), (19),Pd = PT
d , Pd ≽ 0,

Pc = PT
c , Q = QT , Q ≽ 0,

Ky = KT
y , 0 ≼ Ky ≼ I, és rang (Ky) = 1.

(20)

Ezen probléma megoldása szintén a javasolt 4.1., valamint 4.2. eljárásokkal lehet-
séges.
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Végezetül a kapott ku és ky vektorokat alkalmazva az egyes alrendszerekre, a
szétcsatolt rendszerfeĺırás a következő alakban adódik:

ẋ{c,d}(t) = A{c,d}x{c,d}(t) +B{c,d}kuū(t),

ȳ{c,d}(t) = kTy C{c,d}x{c,d}(t).
(21)

5. Demonstrációs példa

A kidolgozott eljárást egy egyszerű példán keresztül mutatjuk be, ahol a rend-
szer az alábbiak szerint adott

A =

[
Ac 0

0 Ad

]
=

−0.4 1.6 0

−1.6 −0.4 0

0 0 −1.4

 , B =

[
Bc

Bd

]
=

 0.7 −0.1 0.3

−0.4 −0.2 0.1

−0.6 −0.2 0.8

 ,

C =
[
Cc Cd

]
=

[
0 0.8 −0.8

−0.8 −0.7 −0.9

]
.

(22)

A rendszer két stabil módusból áll, ahol az elsőt szeretnénk iránýıtani, és a máso-
dikat lecsatolni. Mielőtt a rendszer szétcsatolásával foglalkoznánk, vizsgáljuk meg
annak viselkedését iránýıthatóság és megfigyelhetőség szempontjából! A rendszer
állapotainak iránýıtásához szükséges energia, illetve az állapotok megfigyelhetősé-
gének mértéke az úgynevezett iránýıthatósági és megfigyelhetőségi Gram mátrixok
sajátértékeivel számszerűśıthető. Az iránýıthatósági Gram mátrix az

AW +WAT +BBT = 0, (23)

egyenlet pozit́ıv definitW megoldásaként számı́tható. Ezek az egyes alrendszerekre
lebontva

λc(Wc) =
[
0.4096 0.5904

]
, és λd(Wd) = 0.3714 (24)

értékeket veszik fel a szétcsatolás előtt.
A ku és ky transzformációs vektorokat az előző fejezet alapján számı́thatjuk.

A frekvencia tartományt, ami felett a szétcsatolást el szeretnénk érni, a
[
0 ωn

]
rad/s intervallumként határoztuk meg, ahol ωn az első módus természetes frek-
venciája. A 4.2. megoldási megközeĺıtést alkalmazva a

kTu =
[
−0.7979 −0.0167 −0.6026

]T
és kTy =

[
−0.6956 0.7185

]T
vektorokat kaptuk eredményül. Ha alkalmazzuk őket a rendszer bemenetére és
kimenetére, a reprezentáció a következőképp módosul:
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Bku =

[
Bc

Bd

]
ku =

−0.7376

0.2622

≈ 0

 ,

kTy C = kTy

[
Cc Cd

]
=

[
−0.5748 −1.0594 −0.0902

]
.

(25)

Az eredményekből látható, hogy az algoritmus nagy súlyokat rendel az iránýıtandó
alrendszerhez tartozó elemekhez, mı́g minimalizálni igyekszik a lecsatolandókhoz
tartozó elemeket. Ennek megfelelően az iránýıthatósági Gram mátrix sajátértékei
is úgy változnak, hogy a lecsatolandó alrendszerhez tartozóak jelentősen csökken-
nek

λc(W̃c) =
[
0.2901 0.4759

]
, és λd(W̃d) = 3.58 · 10−14 ≈ 0. (26)

Mivel az iránýıtáshoz szükséges energia a Gram mátrix sajátártékeinek recipro-
kával arányos, ezért látszik, hogy a transzformációk alkalmazása után egy SISO
szabályzó gyakorlatilag nem tud hatást gyakorolni a leválasztandó alrendszerre.
Mindeközben az iránýıtandó alrendszerhez tartozó sajátértékek csak kis részben
változtak, tehát nem romlott jelentősen az iránýıthatóságuk.

Az eredmények átfogó grafikus szemléltetése az alrendszerek szinguláris érték
görbéinek seǵıtségével adható meg. Így áttekinthető, hogy a teljes frekvencia tar-
tományon hogyan változik a gerjesztő jelek átvitele a transzformációk alkalma-
zásának hatására. A 2. ábra felső alábrája szemlélteti az alrendszerek maximális
érzékenységét a frekvencia függvényében. A transzformációk alkalmazása után már
minden alrendszerhez csak egy átviteli függvény és ı́gy csak egy szinguláris érték
görbe tartozik. Ezen görbéket a 2. ábra alsó alábrája szemlélteti. Jól látható, hogy
az iránýıtandó alrendszer az elérhető maximális érzékenységét közel megőrizte, mi-
közben a lecsatolandó alrendszer átvitele minden frekvencián jelentősen gyengült.

6. Nyitott kérdések

A kidolgozott módszertan számos új kutatási területet nyit meg, illetve mate-
matikailag is érdekes feladatokat fogalmaz meg, melyeket röviden ismertetünk.

Szétcsatolhatósági feltétel

Jelenleg nem ismert olyan metrika, amely seǵıtségével az alrendszerek szétcsa-
tolhatóságát jellemezhetnénk. A korábban hivatkozott [2] cikkben azonban röviden
foglalkoztunk a szétcsatolhatóság feltételével az alábbiak szerint.
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2. ábra. Felső: Az alrendszerek legmagasabb szinguláris érték görbéi transzformá-
ciók nélkül. Alsó: A szinguláris értékek a transzformáció alkalmazása után.

A [17] cikk bemutatja, hogy a |qTi bj | = |qi||bj | cos(θij) elem nagysága az i.
módus j. bemenetről történő iránýıthatóságának egy megfelelő jellemzése. Az
összefüggésben qi az i. módus baloldali sajátvektora, bj a j. bemenethez tarto-
zó bemeneti vektor (a B mátrix i. módushoz tartozó part́ıciójának j. oszlopa), θij
pedig a két vektor által bezárt szög. Annak érdekében, hogy az alrendszer irá-
nýıtható legyen a j. bemenetről, a bj vektor nem tartalmazhat csupa 0 elemeket.
Továbbá ezen vektor elemeinek nagysága jellemzi, hogy mekkora hatást tudunk
gyakorolni a kiválasztott alrendszerre az adott bemeneten keresztül, ı́gy az irá-
nýıthatóság egy mérőszáma. Modális alakban az érvelés tovább egyszerűsödik,
hiszen nem szükséges a két vektor és a közbezárt szögük kiszámı́tása. Ebben az
esetben a modális alak B mátrixából kiolvasott bj vektor közvetlenül jellemzi az
adott bemenet hatását a módusra. Ezek alapján a bemenet transzformáció során
a Bcku vektornak az elemeit maximalizálni kell, miközben a Bdku vektor elemeit
minimalizálni. Ez nyilvánvalóan elérhető, ha a Bc mátrix sorai által kifesźıtett
altér távol fekszik a Bd sorai által kifesźıtett altértől. Hasonló érvelés mondható
el a rendszer kimenetéhez kapcsolódóan is.

Kérdés, hogy lehet-e ennél szisztematikusabb eljárást bemutatni arról, hogy
milyen feltételeknek kell teljesülnie ahhoz, hogy két alrendszert szétcsatolhassunk
egymástól. Illetve, hogy milyen feltételek szerint határozható meg, hogy legfeljebb
hány alrendszert lehet egymástól függetlenül iránýıtani.
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TRANSZFORMÁCIÓKKAL 39

Nem konvex rang feltétel

Ahogyan azt az optimalizálási feladat javasolt megoldásai során bemutattuk, a
rangfeltétel teljeśıtéséhez alkalmazott megoldások bizonyos fokú heurisztikát tar-
talmaznak, és ı́gy nem garantálnak globális optimumot a probléma megoldása
során. Nyitott kérdésként merül fel, hogy vajon megoldható-e úgy a rangfeltétel
kieléǵıtése, hogy az ne heurisztikus eljárásokon alapuljon, vagy átfogalmazható-e
úgy a problémafeĺırás, hogy elkerüljük az egy rangú transzformációs mátrixok be-
vezetését. Ígéretes irányvonalnak tekintjük az elmúlt években kidolgozásra került
Lagrange-dualitáson alapuló megoldásokat, melyek konvex feladatra vezetik vissza
a rangfeltételt.

Változó paraméterű rendszerek

Az eljárás kiterjeszthető Lineáris Változó Paraméterű rendszerekre is, ahogyan
azt [18] megmutattuk. Mindamellett, hogy erre a rendszerosztályra is sikerült
szétcsatolást elérnünk, számos nyitott kérdéssel találkoztunk. Példaként emĺıt-
jük a változó paraméterű rendszerekre vonatkozó rangfeltételnek a defińıcióját és
számı́tási módját. Hogyan definiálható egy mátrixfüggvény esetén a rangfeltétel,
illetve hogyan számı́tható az?

Bizonytalan rendszerek

Legújabb kutatási eredményeink bizonytalan rendszerek szétcsatolására vonat-
koznak. Ennek első lépéseként kiterjesztést kellett adnunk a minimális érzékeny-
ségnek olyan esetekre is, amikor a rendszer léırása nem pontosan ismert. Ez lé-
nyegében egy legrosszabb eset (worst-case) érzékenységként értelmezhető. Ennek
számı́tása különböző bizonytalansági struktúrák esetén (pl. politopikus, Lineáris
Tört Transzformációval, vagy Kvadratikus Integrál Korlátozással léırt) hasonló
alapelvek mentén történik, azonban számos új kih́ıvást tartogat.

7. Konklúzió

Be és kimeneti transzformációs vektorok alkalmazásán alapuló szétcsatolási el-
járást mutattunk be dinamikus rendszerek alrendszerekre bontásához kapcsolódó-
an. Az alkalmazott megközeĺıtés seǵıtségével a rendszerhez egyszerűbb feléṕıtésű
strukturált szabályzó tervezhető, miközben a különböző szabályzási körök közti
interakció minimálisra csökkenthető. Egy egyszerű példán keresztül bemutattuk
az algoritmus működését, és szemléltettük hogy megfelelő transzformációs vek-
torok alkalmazásával a kiválasztott alrendszerek a teljes frekvenciatartományon
szétcsatolhatóak egymástól.
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8. Támogatások

Emberi Erőforrások

Minisztériuma

A bemutatott eredményekhez vezető kutatást az Emberi
Erőforrások Minisztériuma támogatta az Új Nemzeti Kivá-
lóság Program ÚNKP-19-4 pályázatán keresztül.
A jelen publikációban megjelenő kutatások az Innová-
ciós és Technológiai Minisztérium Nemzeti Kutatási,
Fejlesztési és Innovációs Alapból nyújtott TKP2020
Intézményi Kiválóság Alprogram támogatásával, a
Nemzeti Kutatási, Fejlesztési és Innovációs Hivatal ál-
tal kibocsátott támogatói okirat alapján valósultak
meg (projekt azonośıtó: TKP2020 BME-IKA-MIFM).

A publikációban szereplő kutatást, amelyet a SZTAKI valóśıtott meg, az Innová-
ciós és Technológiai Minisztérium és a Nemzeti Kutatási, Fejlesztési és Innovációs
Hivatal támogatta az Autonóm Rendszerek Nemzeti Laboratórium keretében.
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ve. Emellett a Számı́tástechnikai és Automatizálási
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ELKH, SZTAKI, Rendszer- és Iránýıtáselméleti Kutatólabor
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DECOUPLING OF DYNAMICAL SYSTEMS BY INPUT AND OUTPUT
TRANSFORMATIONS

Tamás Baár, Tamás Luspay

The paper presents a novel decoupling method, based on blending the input and output
signals of linear dynamical systems. For this purpose, blend vectors are introduced and calculated
such that the minimum sensitivity of the controlled mode is maximized, while the worst case
gain of the other subsystems is minimized from the blended input to the blended output. The
problem is transformed to a standard optimization program subject to Linear Matrix Inequality
constraints. An academic example is given to validate the method and to illustrate how the
proposed approach can be applied for control engineering problems.
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