Alkalmazott Matematikai Lapok 39 (2022), 59-75.
DOI: 10.37070/AML.2022.39.1.03

LENYEGES KOALICIOK NEM KIEGYENSULYOZOTT JATEKOK ESETEN

DORNAI ZSOFIA, PINTER MIKLOS

Cikkiinkben az &truhazhaté hasznossagi kooperativ jatékok pre-
nukleoluszdnak kiszdmitdsdval foglalkozunk. Huberman [5] tétele, amely a
Iényeges koalicidék fogalmat hasznédlja, jelentésen megkonnyitheti a prenukle-
olusz kiszamitdsat szamitdstudomanyi szempontbdl is. Huberman [5] tétele
azonban csak az un. kiegyenstlyozott kooperativ jatékok esetében hasznél-
haté.

Ebben a cikkben két, egymastdl fiiggetlen altalanositdasat adjuk Huber-
man tételének tetszdleges atruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jatékokra.
Ehhez két 1j fogalmat vezetiink be, amelyek a sziiken lényegesség és az els6
rendben lényegesség. A sziiken lényegesség fogalom segitségével kimondott
tételek nem csak kiterjesztései a lényeges koalicidk fogalmdat hasznalé tétel-
nek tetszéleges dtruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jatékra, hanem a ki-
egyensulyozott kooperativ jatékok esetében is valdodi altaldnositasat kapjuk
Huberman tételének.

1. Bevezetés

A kooperativ jatékelmélet egyik f6 dga az atruhazhatd hasznossigu jatékok
(a tovdbbiakban jatékok) vizsgélata, ahol adott jatékosok esetén adottak az egyes
jatékos csoportok, a koaliciok értékei, és ennek fényében vizsgaljuk, hogy az egyes
jatékosoknak mekkora a ,fontossdga” az adott jatékban. Erre a kérdésre adnak
kiilonb6z6 megkozelitési valaszokat a megoldasok és az értékek. A megoldas
(pl. mag [3, 10], kernel [2], alkuhalmaz [1]) egy olyan halmazértékii leképezés, ami
minden vizsgalt jatékhoz a jatékosok szamanak megfelel6 dimenzidju valés vektor-
tér egy részhalmazat rendeli, az érték pedig (pl. Shapley-érték [9], (pre)nukleolusz
[8]) egy szingleton értékii megoldas.

A leggyakoribb megkozelités szerint a nagykoalicié (a jatékoshalmaz) értékét
szeretnénk valamilyen értelemben igazsdgosan szétosztani a jatékosok kozott. A
mag esetében példaul ugy szeretnénk szétosztani a nagykoalicié értékét, hogy egyik
koalicié se jarjon rosszul, azaz a koalici6 tagjai egyiittesen mindig legaldbb annyit
kapjanak, mint amennyi az adott koalicié értéke (koaliciés racionalitds). Ilyen
elosztas természetesen nem minden esetben valdsithatd meg, ilyenkor nevezziik a
jatékot nem kiegyensilyozottnak.
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Egy masik megkozelités szerint a nagykoalici6 értékét tigy szeretnénk szétoszta-
ni, hogy a legrosszabbul jaré koalicié a legkevésbé jarjon rosszul, és legyen ugyanez
igaz a masodik legrosszabbul jaré koaliciéra, és igy tovdbb. Ez a (pre)nukleolusz
hattérgondolata.

A nukleolusz és a prenukloelusz kozotti kiilonbség az, hogy a nukleolusz esetén
kikotjiik, hogy az egy elemi koalicidk, més néven szingletonok elégedettek legye-
nek (egyéni racionalitds), azaz ne kaphasson egyik jatékos sem kevesebbet, mint
amennyi az 6nallé értéke, mig a prenukleolusz esetén ilyen kikotést nem tesziink.
Természetesen nem minden esetben valdsithaté meg, hogy gy osszuk el a nagykoa-
licié értékét, hogy a szingletonok elégedettek legyenek, ilyenkor a jaték nukleolusza
iires, barmely egyéb esetben pedig pontosan egy elemii. A prenukleolusz esetén az
egyértelmiiség viszont fenndll minden jatékra.

A nukleolusz és a prenukleolusz kiszamitasara alkalmazott emblematikus algo-
ritmus a lexikografikus kézép mddszer [6, 7], ami linedris programozasi felada-
tok egy véges sorozata. Az egyetlen szamitdselméleti szempontbdl is relevans
problémat az jelenti, hogy habér egy linedris programozasi feladat polinom id6-
ben megoldhatd, és elegend6 a jatékosok szaméban linedrisan sokat megoldani
a (pre)nukleolusz kiszamitdsdhoz, az algoritmus a jdtékosok szdméban mégsem
polinomidlis, mivel minden egyes koalicidhoz tartozik egy feltétel a linearis prog-
ramozasi feladatban, igy a jatékosok szam&aban exponencidlisan sok feltételt kell
az egyes linearis programozési feladatokban megadni.

Mivel dltaldnos esetben maga a jaték lefrdsa (koalicidk szdma) exponencidlis
fliggvénye a jatékosok szamanak, ezért nem lehet tgy fejleszteni az algoritmust,
hogy az a jatékosok szaméban polinomidlis legyen. Ugyanakkor, specidlis jatékosz-
talyokon, és specidlis esetekben nincs sziikség a jaték teljes leirasara, azaz, nincs
szitkség minden koalicié értékét figyelembe venni a (pre)nukleolusz szdmitdsa so-
rén. Amennyiben egy jatékban a figyelembe veend$ koaliciék szdma a jétékosok
szdméanak polinomidlis fiiggvényére redukélhatd, akkor a (pre)nukleolusz szdmitdsa
polinomidlis bonyolultsagi. Ezért fontos annak vizsgdlata, hogy melyik koalicidék
slényegesek” a (pre)nukleolusz szdmitdsa sordn.

Huberman [5] megmutatta, hogy kiegyenstlyozott jatékok esetén a nukleolusz
kiszamitasahoz nincs sziikség a nem lényeges koaliciékra. Huberman eredménye
tobb esetben jelent6sen megkonnyiti a nukleolusz kiszamitasat; pl. Huberman
eredményének kovetkezménye, hogy a hozzdrendelési jatékok [11] nukleoluszdnak
kiszamitasa polinomalis bonyolultsagu.

Huberman eredményét azéta tobben tovabbfejlesztették, 1sd. pl. Granot et al
[4], Solymosi és Sziklai [13], Solymosi [12], de legjobb tudomésunk szerint nincs még
eredmény Huberman eredményének nem kiegyensulyozott jatékokra vald kiterjesz-
tésésre. Mi okozza, hogy a lényeges koalicidk csak a kiegyenstulyozott jatékokban
elegenddek a nukleolusz kiszamitdsdhoz, és hogyan lehetne médositani ezt a fogal-
mat ugy, hogy az nem kiegyensilyozott jatékok esetén is hasznalhaté legyen? Ez
a témdaja cikkiinknek.
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Ebben a cikkben bevezetiink két, egymastdl fliggetlen altaldnositasat a lénye-
ges koalicié fogalmanak, a szliken lényeges és az elsérendben 1ényeges koalicidk
fogalmat. Megmutatjuk, hogy mindkét fogalom a prenukleolusz egy-egy karakte-
rizéciés osztalyat adja tetszOleges jatékok esetén, azaz, tetszileges jaték esetén a
prenukleolusz kiszamitdsahoz elég a sziiken lényeges koalicidkra, vagy elég az elsé
rendben lényeges koalicidkra tamaszkodni. Mindkét fogalom esetében azt hasz-
naljuk ki, hogy ellentétben a maggal, a szlikmag sohasem {ires, és a szlikmaghoz
rendelhet6 gy egy jaték, hogy a prenukleolusz a sziikmaghoz rendelt jaték pre-
nukleolusza. A két, egymastdl fliggetlen Gj lényegesség fogalom két kiilonbozo, a
sziikmaghoz tartozé jatékot definidl, ebben térnek el egymastol.

A cikkben el6szor ismertetjiik azokat az alapveto jatékelméleti fogalmakat ame-
lyek a cikk olvasasahoz sziikségesek, majd kitériink a prenukleolusz kiszamitdsahoz
hasznélt linedris programozdsi feladatokra (3. fejezet). Ezutan (4. fejezet) bemu-
tatjuk a két 1j fogalmunkat, és bizonyitjuk az azokhoz tartozé karakterizacios
tételeket. Az 5. fejezetben két példa segitségével szemléltetjitk a két 1j fogalom
fliggetlenségét, és egy tovabbi példa azt mutatja meg, hogy a sziikken lényeges-
ség fogalom a lényegesség fogalmanak altalanositisa a kiegyensulyozott jatékok
osztalyan is. Az utolsé fejezetben roviden Osszefoglaljuk eredményeinket.

2. Jatékelméleti alapfogalmak

Adott N a jatékosok nemiires, véges halmaza, és v: 2 — R halmazfiiggvény
(koalicits fiiggvény), amire v() = 0; ekkor v-t TU-jdtéknak nevezziik (tovab-
biakban jaték). Az N jitékoshalmazzal rendelkezé jatékok osztalyat jelolje G7V.
Jelolje P*(N) :={S C N: S #0,S # N} az 6sszes koalicié6 halmazdt az N jaté-
koshalmazon az iires és a nagykoalicié kivételével, és jelolje Dg az S C N koalicié
particidinak osztalyat {S} kivételével.

Egy 1 halmazértékii leképezés az A C GV jatékosztalyon megoldds, ha tetszo-
leges v € A jatékra, ¥(v) C RY. A ¢ megoldds az A C GV jatékosztalyon érték,
ha tetszlleges v € A jatékra |¢(v)| = 1, azaz, ha ¢ szingleton értékii.

Jelslje I*(v) :={z e RN : Y, yzi =v(N)} és I(v) :={z e RN : 3,y @ =
v(N) és z; > v({i}) Vi € N} rendre a v € GV jaték preimputdcidinak és imputd-
cidinak halmazat. Vegyiik észre, hogy a preimputédcidok halmaza tetszOleges jaték
esetén nem iires.

BEgy adott v € GV jatékban az S C N koaliciénak az x € RY kifizetésnél vett
tobblete: e(S,z) :=v(S) — x(S), ahol x(S) := >, g ;.

Az \gynevezett tobblet vektor E(x) = [--- > e(S,z) > --- : § € P*(N)] €
R2™'=2 ooy olyan 2!V — 2 dimenziés vektor, aminek a komponensei az adott
v € GV jatékban az x kifizetés mellett az S € P*(N) koaliciékhoz tartozé tobbletek

nemnovekvo sorrendbe rendezve.
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A lexikografikus rendezés x,y € R™ kozott a kovetkezé: = <p y, ha Ik, hogy
zi=y; 1=1,2,....k—1és x < yg, vagy ¢ = y.

A v € G jaték prenukleolusza [3] a preimputdciék azon halmaza, amelynek
elemei a preimputéciok kozott lexikografikusan minimalizaljak a nemnovekvo sor-
rendbe rendezett tobbletek vektorat, azaz

Nu*(v) ={z e I"(v): E(z) <p E(y) Yy € I"(v)}.

A v € GV jiték nukleolusza az imputacidk azon halmaza, amelynek elemei az
imputédciok kozott lexikografikusan minimalizaljak a nemnovekvé sorrendbe ren-
dezett tobbletek vektorat, azaz

Nu(v) ={x € I(v) : E(zx) <1, E(y) Yy € I(v)}.

A prenukleolusz és a nukleolusz alapgondolata az, hogy szeretnénk elérni, hogy
az x kifizetéssel legrosszabbul jaré S koalicié a legkevésbé jarjon rosszul. Majd
ugyanezt megtessziik azzal a koaliciéval, amelyik a masodik legrosszabbul jar, és
igy tovabb.

Fontos még itt megjegyezniink, hogy a prenukleolusz minden jatékhoz egyetlen
preimputaciot rendel, igy ez egy érték, és, ha a jaték imputacidinak halmaza nem
iires, akkor a nukleolusz is egyetlen imputdciét rendel a jdtékhoz [8]. Viszont
mivel egy jaték imputdcidinak halmaza lehet iires, ezért a nukleolusz az Gsszes
jaték osztalyan nem érték, hanem megoldas.

Egy v € GV jaték magja [3, 10] a hatékony és koaliciésan racionalis kifizetés-
vektorok halmaza, azaz

core(v) = {x cRY: le =v(N) és le > v(S) minden S C N—re} .

iEN i€S

Magyaran szélva, a mag olyan kifizetésvektorok halmaza, amelyek gy osztjak
fel az N nagykoalicié v(N) értékét a jatékosok kozott (hatékonysdg), hogy min-
den S C N koaliciora a koaliciébeli jatékosok egyiitt nem kapnak kevesebbet a
koalicié értékénél (koalicids racionalitds), vagyis olyan kifizetésvektorokrdl beszé-
lilnk, amelyek mellett minden koalici6 elégedett lehet, abban az értelemben, hogy
a tobbletitk nem nagyobb, mint 0. Mivel a mag nem feltétleniil egy kifizetésvektort
rendel egy v jatékhoz, a mag egy megoldas.

Egy jaték kiegyensulyozott, ha a magja nem iires. Ismert, hogy kiegyensulyozott
jatékok esetén a prenukleolusz és a nukleolusz megegyezik.

A v € GV jaték e-magja a preimputécidck azon részhalmaza, melyek esetén
barmely S € P*(N) koaliciéra e(S,z) < ¢, azaz

coreg(v) = {x e I*(v): Sen;gch)e(S, z) < 5} .

Alkalmazott Matematikai Lapok (2022)



LENYEGES KOALICIOK NEM KIEGYENSULYOZOTT JATEKOK ESETEN 63

Vegyiik észre, hogy a mag megegyezik a 0-maggal.
A v € GV jaték sziikmagja a legsziikebb nemiires e-magja, azaz az Osszes
nemiires e-mag metszete. Jelolje

€= min ¢
core. (v)#0
a minimélis nemiires e-maghoz tartozé valds szamot. Ekkor a szlikmag megegyezik
core.«-gal.
Ellentétben a maggal, a szlikmag sohasem {ires, ezért a sziitkmaggal dolgozva
kikeriilhetjiik a problémét, amit Huberman [5] tételében (4.1. Tétel) a mag iiressége
okoz.

3. A prenukleolusz kiszamitasa

Ebben a fejezetben attekintjiik a lexikografikus kozép eljdrdst [6, 7] — pontosab-
ban annak egy Huberman [5] altali médositdsdt — aminek ismeretére a késébbiek
soran sziikségiink lesz.

Rogzitsitk a v € GV jatékot, és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

t — min

fh. e(S,z)<t, SeP*(N)
x € I*(v)
teR

(1)

Kénnyen 14thatd, hogy az (1) feladatnak van optimalis megoldésa, és jelolje t;
az (1) feladat optimumdt. Legyen tovabba

Xi={zeI"(v):e(S,z) <ty, VS € P*(N)}.
Jelolje Wy az (1) feladatban a fiz halmazt, azaz legyen
Wy ={S € P*(N): Jes € R, hogy e(S,x) = cg, Yz € X1}.
Legyen k > 2, és tekintsiik a kovetkezo feladatot:

t — min

fh. e(S,z) <t, SeP(N)\(UZiw,)
€ Xp_q
teR

(2)

Konnyen lathatd, hogy a (2) feladatnak van optimalis megolddsa, és jeldlje tx
a (2) feladat optimumét. Legyen tovdbba
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Xy, ={z € Xj_1: e(S,x) < tg, VS € P*(N)\ (UFZ{ W)}
Jelolje Wy, a (2) feladatban a fix halmazt, azaz legyen

Wi ={S € P*(N): Jdes € R, hogy e(S,z) =cg, Va € Xi}.

Konnyen lathatd, hogy tx > tpy1, Xk 2 Xpy1 minden k-ra, és 1étezik k*, hogy
minden [ > k*-ra X; = Xj~.

Kopelowitz [6], Maschler et al [7] bizonyitottdk, hogy a fenti eljirds, azaz a
lexikografikus kozép eljaras — pontosabban a fenti eljaras a lexikografikus kozép
eljéras egy Huberman [5] altali mdédositdsa, ami lényegi eltérést az eredeti eljaras-
hoz képest nem jelent — a prenukleoluszt adja eredményiil, azaz Kopelowitz [6],
Maschler et al [7] bizonyitottdk a kévetkezé allitést:

3.1. TETEL. Nu*(v) = Xj-.

4. Huberman eredményének altalanositasa

Ebben a fejezetben ismertetjiikk eredményeinket. Elészor attekintjiik Huber-
man [5] eredményeit. Huberman tételének (Id. 4.1. Tétel) kimondédsahoz elGszor a
lényeges koaliciok fogalméat kell definidlnunk.

4.1. Definicié. Adott egy v € GV jaték. Egy S € P*(N) koalicit lényegesnek

mondunk, ha S szingleton, azaz |S| = 1, vagy

v(S) > fnax o(T).
TeB

Jelolje &, a v jaték lényeges koalicidinak osztalyét.

4.1. TETEL. (Huberman-tétel [5]) Adott egy v € GV kiegyensiilyozott jaték,
és legyen

Yi={zel*(v):e(S,z) <t;, VS €&},
tovabba, k > 2-re legyen
Yi={zr € Xp_1:e(S,z) <t, VS €& \ (UZIW,)}.
Ekkor Xy = Y minden k-ra.

Tehat a tétel azt mondja, hogy kiegyenstlyozott jatékok esetén a nukleolusz
szamitasahoz nincs sziikségiink a nem lényeges koalicidkra, azaz csupan a lénye-
ges koalicidkhoz tartozé feltételek haszndlatdval felirva az (1) és a (2) linedris
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programozasi feladatokat a kapott végeredmény ugyanaz lesz, st minden egyes
iterdciéban is megegyezik a kapott kifizetések halmaza azzal a halmazzal, amit
az Osszes koaliciohoz tartozo feltétel hasznalataval kapunk a linedris programozasi
feladatok megolddsa soran.

A kovetkezo példa azt szemlélteti, hogy mi torténik akkor, ha a mag iires.

4.1. Példa. Legyen N = {1,2,3} és

0, ha |S| =1 vagy S = {1, 2},

4 ha S ={1,3
U(S) — ) a { ) }7
—1, ha S=1{2,3},
2, ha S=N.
Ekkor t; = 1 > 0, azaz a mag iires. A lényeges koalicidk a kovetkezbek:

& = {{1},{2},{3}.{1,3}}, a jaték prenukleolusza (2,—1,1), mig ha csak a 1é-
nyeges koaliciékhoz tartozé egyenlétlenségeket figyelembe véve szamoljuk a ,,pre-
nukleoluszt”, akkor (%7 -1, %)—et kapunk. Az els6 eltérés a masodik iteraciéban

lathaté. Ha csak a lényeges koalicidkkal szdmolunk, akkor t) =1 és ¢}, = —%, mig
to = —1. Megfigyelhetd, hogy csak a lényeges koalicidk ismeretében az 1-es és a

3-as jatékosok felcserélhetoek, mig az eredeti jatékban nem azok.

Kozelebbrél megvizsgdlva a jatékot azt latjuk, hogy az {1,2} koalicié okozza a
problémét. Az {1,2} koalicié nem lényeges, de fontos abbdl a szempontbdl, hogy a
t;-magban (szlikmag) nem redundéns az 1-es és 2-es jétékosok minimélis kifizetése
szempontjabdl. Mdasképpen fogalmazva, mivel ¢t = 1, ezért v({1}) = 0 miatt az
1-es jatékosnak legaldbb —1 kifizetést kell kapnia, mivel v({2}) = 0, ezért a 2-es
jatékosnak legaldbb —1 kifizetést kell kapnia, de mivel v({1,2}) = 0, ezért az 1-es
és 2-es jatékosoknak egyiitt legalabb —1 kifizetést kell kapniuk, ami nagyobb, mint
(=1) +(-1).

Cikkiink alapgondolata, hogy a lényegesség definicidjanak moédositasaval, koa-
liciék olyan osztalyat kapjuk, ami tartalmazza az olyan latszélag nem ,1ényeges”
koalicidkat, mint a fenti példdban az {1, 2} koalicié. Fontos megjegyezniink, hogy
kiegyensulyozott jatékok esetén a prenukleolusz és a nukleolusz egybeesik, viszont
nem kiegyensilyozott jatékok esetén nem feltétleniil, igy a tétel altaldnositdasakor
mar fontos megkiilonboztetni, hogy mikor dolgozunk a nukleolusszal, és mikor a
prenukleolusszal. Mi ebben a cikkben az altalanositast a prenukleoluszra mondjuk
ki.

A kovetkez6 alfejezetekben ismertetjiik {6 eredményeinket, ami két egyméstol
fliggetlen altalanositdsa a lényeges koalicidk fogalmédnak és Huberman tételének
(1d. 4.1. Tétel).
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4.1. Sziiken lényeges koalicidk

Az elsé vizsgalt altalanositdsa a lényeges koalicidk fogalmanak a sziken lényeges
koalicidk fogalma. A definicié alapgondolata, hogy a jaték szlikmagja sosem iires,
igy ha core.« jeloli a sziikmagot, akkor a koaliciok értékeit £*-gal eltolva egy olyan
jatékot kapunk, aminek a magja nem iires, igy igaz lesz r4 a Huberman—tétel
(Id. 4.1. Tétel). Vegyiik észre, hogy €* = t;, mivel mind a kett6 az (1) linedris
programozasi feladat optimuma.

4.2. Példa. A 4.1. Példat folytatva megfigyelhetjiik, hogy mivel a lényeges
koaliciék az &, = {{1},{2},{3},{1,3}} koalicidk, ezért csak ezekkel szdmolva a
prenukleoluszban nem lesz kiilonbség az egyes és a harmas jatékosokhoz rendelt
értékek kozott, mig a prenukleoluszban, ami (2,—1,1), egyértelmiien kiilonboz6
értékek tartoznak hozzdjuk. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az {1, 2} koalicié
fontos a prenukleolusz szamitdsa szempontjabodl.

A mag nem iiressége esetén tudjuk, hogy az egyes koalicidk legalabb annyit
kapnak a prenukleoluszban, amennyi az értékiik, mivel a prenukleolusz magbeli.
A mag iiressége esetén ez nyilvan nem valésithaté meg, de azt tudjuk, hogy a
prenukleolusz a sziikmag eleme. Mivel ¢; = 1, igy a szitkmag megegyezik a jaték
1-magjdval. Emiatt annyit tudunk, hogy az S C N koaliciék a prenukleoluszban
legaldbb v(S) —1-et fognak kapni. fgy a fontossag megallapitdasandl is ezt az értéket
érdemes figyelembe venni, és {gy szdmolva v({1,2}) — 1 = —1 > v({1}) + v({2}) —
2 = —2 valéban fennéll, ami alapjan lathat6, hogy az {1, 2} koalicié ,lényeges” lesz
ebben a jatékban.

Tekintsiik a sziiken 1ényeges koaliciok definicidjat:

4.2. Definicio. (Sziken lényegesség) Az S € P*(N) koalicié sziiken lényeges,
ha szingleton, azaz |S| = 1, vagy

v(S) —t1 > Jnax (v(T) —t1).
TeB

Jelolje & a v jaték szliken lényeges koalicidinak osztédlyat.

Koénnyen lathat6, hogy ha a vizsgalt jaték magja nem iires, azaz t; < 0, a
fenti fogalom akkor is a lényegesség fogalom &ltaldnositasa. Magyaran szélva, ha
egy kiegyensilyozott jatékban egy koalicid sziiken 1ényeges, akkor 1ényeges, és van
olyan kiegyensulyozott jaték, ahol van olyan lényeges koalicié, ami nem sziiken
lényeges (Id. 5.3. Példa).

A kovetkezOkben az alfejezet 6 eredményének bizonyitasdban hasznélt két se-
gédtételt mondunk ki és bizonyitunk be.

4.1. SEGEDTETEL. Legyen S € P*(N) tetszéleges nem sziiken lényeges koali-
ci6. Ekkor létezik B* € Dg, hogy v(S) —t1 < > pep-(v(T) —t1) és B* C &;.
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Bizonyitds. Legyen B = {B € Dg: v(S) —t1 < ) pcg(v(T) —t1)}, és legyen
B* € B olyan, hogy minden B € B-re |B*| > |B|.

Indirekt tegyiik fel, hogy egy T* € B* koalicié nem sziiken lényeges. Ekkor
létezik B’ € Dr«, hogy v(T*) —t1 <Y g (v(T') — t1), azaz

v(8) —t1 < Yo W) —t),
T e(B*\{T*})uB’
és [(B*\{T'}) UB'| > |B*|, ami ellentmondés. O

4.2. SEGEDTETEL. Legyen k tetszbleges pozitiv egész, S € P*(N) \ UFZ1 W,
tetszbleges koalicid, és B* € Dg. Ekkor létezik T* € B*, hogy T* ¢ Uff;llWT.

Bizonyitds. Ha k = 1, akkor UFZ] W, = 0, tehat T* ¢ UFZ{W,..
Ha k > 2, akkor indirekt tegyiik fel, hogy B* C Uff;ll W,.. Ekkor minden z € Xj_1-
re

e(S,x) = v(S) —2(S) = v(S) = Y a(T) =v(S)~ Y (o(T) —er),

TeB* TeB*

azaz minden z, 2’ € Xi_1-re e(S,x) = e(S,2'), azaz S € Uf;&Wr, ami ellentmon-
dés. a

A kovetkez6 tétel Huberman tételének altalunk javasolt els6 altalanositasa:

4.2. TETEL. (Huberman [5] 4ltaldnositdsa I.) Adott egy v € GV jiték, és le-
gyen

YP={zeI*(v): e(S,z) <t, VS €&},
tovabba, k > 2-re legyen
VE={ze Xp_1:e(S,z) <tp, VS €&\ (UFZiw,)L.

Ekkor X, =Y,} minden k-ra.

Bizonyitds. Az 6sszehasonlitott halmazok definici6jabol kovetkezik, hogy X C
Y’ minden k-ra.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik k, hogy X 2 Y}, azaz létezik y* € Y és
S € PH(N)\ (£ U (U1 Wr)), hogy e(S,y7) > b

A 4.1. Lemma miatt létezik B € Dg N E; sziiken lényeges koalicidkbol 4116
particidja S-nek, hogy v(S) —t1 < peg(v(T) —t1).
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Ekkor

v(S) =t < Y ((T) —ty)

TeB
v(S) =y (S) —tr < Y (o(T) —y*(T) — 1)
TeB
e(S,y) —t < 3 (e(Ty*) — 1)
TeB

Mivel y* € Y}, e(T,y*) < t; minden T € B C &; esetén, igy tetszbleges T € B
koaliciéra e(S,y*) —t1 < e(T,y*) —t1 fenndll. A 4.2. Lemma miatt 1étezik T* € B,
hogy T™* ¢ Uf;%WT. Emiatt e(S,y*) < e(T™*,y*) < t; teljesiil, ami ellentmondés.
g

Erdemes lehet megjegyezni, hogy a szliken lényegesség fogalmat (4.2. Defini-
ci6) definidlhatjuk t1-gyel vald eltolds helyett tetszéleges ¢ € R konstanssal vald
eltoldssal is (a tovdbbiakban nevezziik ezt c-lényegességnek). Ekkor nyilvén a ¢;-
lényeges koalicidk megegyeznek a sziiken lényeges koalicidkkal. Koénnyen lathatd,
hogy ekkor tetszOleges t1 < ¢ esetén a 4.2. Tétel igaz marad sziikken lényeges koa-
liciék helyett c-1ényeges koaliciékat haszndlva is. Természetesen minél nagyobb c
konstanst valasztunk, annal tobb c-1ényeges koaliciét kapunk, mig a célunk ezek
szamat minél inkabb csokkenteni. Amennyiben viszont egy olyan jatékunk van,
ahol a szlikmag meghatarozdsa nehéz, de ismeriink egy fels6 becslést t; értéké-
re, akkor ez az eredmény segithet lecsokkenteni a prenukleolusz kiszamitasahoz
szitkséges koaliciok szamaét.

4.2. Els6 rendben lényeges koaliciék

Az altalunk javasolt méasodik 1ényegesség fogalom az elsé rendben lényegesség.
Az els6 rendben lényeges koalicié fogalmanak hattérgondolata, hogy a sziitkmagbol
kiindulva lehetséges a kiilonb6z6 koalicidk értékeit kiilonb6z6 nagysagokkal tolo-
gatni, és ezaltal kiszlirni a ,lényeges” koalicidkat.

4.8. Példa. A 4.1. Példdhoz visszatérve kiindulhatunk abbdl a megkozelitésbol,
hogy a v(S) > maxpeps ) pep V(1) egyenlbtlenség jobb oldaldn szerepld kifejezés
a mag iiressége esetén tul magas, és a kérdés, hogy mennyivel kell csékkenteni
ahhoz, hogy a ,lényeges” koalicidkat megtarthassuk, de ne valasszunk a ,1ényeges”
koaliciok kozé il sok” koaliciot.

Jelolje vy, (S) a szitkmag (az (1) linedris programozasi feladat) poliéderében a
lehetd legkisebb x(.S) értékeket, minden S C N koaliciéra. Ekkor v,,({1}) = 0,
vm({2}) = =1 és v, ({3}) = —1. Amibdl v({1,2}) =0 > —1 = v, ({1}) +vm({2}),
o({1,3)) = 4 > —1 = vp({1}) + v ({3}) s v({2,3}) = —1 > ~2 = v, ({2}) +
vm({3}), azaz minden koalicié ,lényeges”.
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Az 5.2. Példdban megmutatjuk, hogy ez a megkozelités nem feltétleniil hatdroz
meg bdvebb koalicié osztalyt, mint a sziiken lényeges koalicidk osztélya.

Legyen S € P*(N) és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

z(S) — min
fh. e(T,z)<t;, T e€P*(N) (3)
x € I*(v)

Konnyen lathatd, hogy a (3) feladatnak tetszéleges S € P*(N) esetében van
optimélis megolddsa. Legyen v,,(S) a fenti feladat optimuma, és legyen

v*(S) = min{v,,(5), v(5)}.
Tekintsiik a méasodik altalunk javasolt 1ényegesség fogalom definicidjat:

4.8. Definicio. (ElsS rendben lényegesség) Egy S € P*(N) koalicid elsd rend-
ben lényeges, ha S szingleton, azaz |S| = 1, vagy

Jelolje £F a v jaték els6 rendben lényeges koaliciéinak osztalyat.

A kovetkez6kben tekintsiink egy technikai eredményt, amelyre az alfejezet {6
eredményének bizonyitasa soran lesz sziikségiink:

4.3. SEGEDTETEL. Legyen S € P*(N) tetszbleges nem elsé rendben lényeges
koalicié. Ekkor létezik B* € Ds, hogy v(S) <) peg. v*(T) és B* C &5.

Bizonyitds. Legyen B = {B € Dg: v(S) < > v (1)}, és legyen B* € B
olyan, hogy minden B € B-re |B*| > |B].

Tegyiik fel, hogy egy T € B* koalicié nem elsé rendben lényeges. Ekkor 1étezik
B' € Dr, hogy v(T) < > e v*(T"), azaz, mivel definicié szerint v*(T) < v(T),

v(S) < > vt (1),
T e(B*\{T})uB’
és |(B*\ {T}) UB| > |B*|, ami ellentmondés. O

A kovetkezo tétel a masodik altalunk javasolt dltalanositdsa Huberman tételé-
nek:

4.3. TETEL. (Huberman [5] 4ltaldnositdsa I1.) Adott egy v € GV jdték, és Ie-

gyen
VE={xel*(): e(S,z) <t, VS € £},
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tovabba, k > 2-re legyen
Ve¢={z e X_1:e(S,z) <tp, VS € £\ (UFZIW,)L.
Ekkor X, = Y,{ minden k-ra.
Bizonyitds. Az dsszehasonlitott halmazok definicigjabol kovetkezik, hogy Xy C

Y)¢ minden k-ra.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik k, hogy X 2 Y)¢ azaz létezik y* € Y és
S € P*(N)\ (& U (U;Z{ W), hogy e(S,y*) > ti.

A 4.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy létezik B € Dg N &S, hogy v(S) <
ZTGB v*(T).
Ekkor
v(S) <> v (T)

TEB

0(8) —y*(S) < Y ((T) —y*(T))
e(S,y") < D (v(T) = y*(T)).

TeB
Mivel v* definiciéja miatt v*(T) — y*(T) < 0 minden T € B esetén, igy tet-
sz6leges T' € B koalicidra e(S,y*) < v*(T) — y*(T) fenndll. A 4.2. Lemma miatt
létezik T* € B, hogy T* ¢ UFZ1W,, emiatt

6(57 y*) < ’U*(T*) - y*(T*) < tk:a

ami ellentmondas. O

5. A két 4j lényegesség fogalom Gsszehasonlitasa

A 4.2. és a 4.3. Definiciékban foglalt lényegesség fogalom kozott semmilyen
irdnyu tartalmazas nem &ll fenn, egymastdl fiiggetlenek. Ezt a kdvetkezd példékon
szemléltetjiik:

5.1. Példa. (Nem minden elsé rendben lényeges koalicié sziken lényeges)
Legyen N = {1,2,3} és
0, halS|=1,
~L haS={1,2},

v(9) = 2’
_27 ha“S|:2aS7é{]-a2}u
—1, ha S=N.
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Ebben a jatékban t; = 1. A sziiken lényeges koalicick (4.2. Definici6):

({11, 42}, (31}, Az S = {1,2} koalicié esetén
o({1,2)) 1 =~ < 5 = o({1}) +o({2)) ~ 201

Az elsé rendben lényeges koalicick (4.3. Definici6): {{1},{2}, {3}, {1,2}}.
Megfigyelhetd, hogy ebben a jatékban a sziikmag egy elemii, vagyis csak a
(—1, -1 -1

—3,—3,—3) pontot tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, igy v, ({i}) =

—3 minden i € N esetén. Tehat az S = {1, 2} koalici6 esetén

o({1,2)) = —3 > —2 =" ({1}) + 0 ({2}).

fgy ebben a jatékban az {1,2} koalicié nem szliken lényeges, de elsérendben
lényeges.

Erdemes megjegyezni, hogy mivel az imputaciok halmaza iires, ennek a jaték-
nak nincs nukleolusza.

5.2. Példa. (Nem minden sziken lényeges koalicid elsé rendben lényeges)
Legyen N = {1,2,3,4} és

ha |S| =3,

3
v(S) =4
0, kiilonben.

Ebben a jatékban ¢; = 3. A sziiken lényeges koalicick (4.2. definicié): P*(N).
Vildgos, hogy az |S| = 3 koalicidk sziiken lényegesek. Az |S| = 2, S = i, j koalicidk
esetén 3 3
o) —tr = =3 > —2 = u({i}) +v({7}) 20

Az els6 rendben lényeges koalicidk (4.3. Definicié): {1},{2}, {3}, {4}, {1,2,3},
{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}. A sziikmag itt egy elemfi, csak a (0,0,0,0) kifizetés
vektort tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, igy v,,(S) = 0 minden S €
P*(N) esetén , tehat v*(S) = 0 minden S € P*(N) koaliciéra. Emiatt vildgos,
hogy az |S| = 3 koalicidk els6 rendben lényegesek. Az |S| = 2,5 = {4, j} koalicidk
esetén pedig

v(8) =0=v"({i}) + v ({j})

Tehét ebben a jatékban az {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4} koalicidk

nem els6 rendben lényegesek, de sziiken lényegesek.

A fenti két példabodl lathatd, hogy a sziiken lényeges és az els6 rendben 1ényeges
koalicidk osztédlyai kozott semmilyen irdnyd tartalmazés nincs, igy egyik fogalom
sem erésebb vagy gyengébb a masiknal.

A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy a sziiken lényegesség altalanositdsa a
lényegesség fogalomnak a kiegyensulyozott jatékok osztalyéan.
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5.3. Példa. (Nem minden lényeges koalicid sziken lényeges) Legyen
N =1{1,2,3} és

0, halS|=1,
v(S) =141, halS|=2,
9, ha S =N.

Elészor is vegyiik észre, hogy minden koalicié (kivéve az iires és nagykoalicidt)
lényeges.

Ebben a jitékban t; = —3. A szliken lényeges koalicidk (4.2. Definicid) a
szingletonok. Ha S = {i, j}, i # j, akkor

U(S) —t1=4<6= ’U({Z}) + U({]}) — 2ty.

Tehat a két elemi koaliciék nem sziiken 1ényegesek, de lényegesek.

Megfigyelhetd tovabbda, hogy a jaték sziitkmagja egy elemf, csak a (3, 3, 3) kifize-
tést tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, ami itt megegyezik a nukleolusszal
is.

6. Osszefoglalis

Cikkiinkben a lényeges koalicié fogalmanak két kiilonboz6 altalanositéasat ve-
zettiik be. Bizonyitottuk tovabbd, hogy mindkét 1ij 1ényegesség fogalom — a sziiken
lényegesség és az els6 rendben lényegesség — a prenukleolusz két kiilonbozo6 karakte-
rizécids osztalyat hatdrozza meg tetszéleges — nem csak kiegyensulyozott — jatékok
esetén.

Két példan keresztiil szemléltettiik, hogy a két altaldnositott 1ényegesség foga-
lom fiiggetlen egymastol. Cikkiink nyitva hagyta azt a kérdést, hogy a két karak-
terizacids osztaly metszete is karakterizdcids osztaly-e. Tovabbi kutatési irany a
cikkbeli eredmények kiterjesztése korlatozott kooperacioval rendelkezé jatékokra.

Megjegyezziik, hogy az altalunk bevezetett 1j lényegesség fogalmak nagyon
konnyen atirhatéak a nukleolusznak megfelelé formaba.
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ESSENTIAL COALITIONS FOR NON-BALANCED GAMES

ZSOFIA DORNAI, MIKLOS PINTER

The prenucleolus of transferable utility cooperative games (games for short) are considered.
Applying a result by Huberman [5] one can reduce significantly the number of coalitions needed
for computing the prenucleolus on balanced games, meaning a corollary of the above mentioned
result is that one can show that the computation of the prenucleolus is easy on some subclasses
of games. However, the result in [5] works only for balanced games.

In this paper we give two generalizations of the result in [5]. Both generalizations are based
on generalizations of the notion of essential coalition which the result in [5] result is based on.
The two generalizations are independent from each other, both work for non-balanced games
too, and both generalize the result in [5] even on balanced games.
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