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KASSAY GABOR TUDOMANYOS TEVEKENYSEGEROL

KOLUMBAN JOZSEF

Kassay Gabor tudoményos tevékenysége a nemlinearis analizis kovetkezd
fejezeteivel kapcsolatos: egyensily-feladatok, numerikus médszerek mono-
ton halmazértékii fiiggvényekkel adott inkluzidk kozelité megoldédsara, nor-
maélstruktiraval rendelkez6 Banach-terek és konvexitdsi struktirak. Célom
Kassay Gabor eredményeinek vazlatos ismertetése, inkabb a targyalt kérdé-
sek kapcsolatait tartva szem el6tt, mint a dolgozatok elemzését. Dolgozata-
inak idézésekor az e cikket koveté 27-36. oldalakon taldlhatd, Késa Zoltan
altal készitett publikacids jegyzéket hasznalom az ottani csillagos szamozas
szerint.

1. A Tiberiu Popoviciu-szeminarium

A mult szdzad 70-es éveitol kezdve Roméanidban a gazdasagi élet egyre sulyo-
sabbd valt. Ennek kovetkeztében évrol-évre kevesebb pénz jutott az oktatdsra is.
Az egyetemen, példdul, minden fejlesztést leallitottak, bér- és létszdamstopot ren-
deltek el, a szakkonyvtarakban a nyugati folydiratok megrendelését a minimum ala
csOkkentették, stb. A tudomany emberét kiillondsen az utobbi rendelkezések érin-
tették fajdalmasan. A kit{ind szovjet matematikai iskola termékeihez olcsén hozza
lehetett jutni ugyan, de a vildg mas tajain megjelend tekintélyes szakfolydirato-
kat nem lehetett beszerezni. Ezért karunk matematikusai kiilfldi matematikai
konyvtarakhoz folyamodtak segitségért. Legjobb dolgozataikat kozlés végett nem
kiildték el kiilfoldi lapkiadékhoz, hanem bel6liik koteteket szerkesztettek, és azokat
elkiildték a kiilfoldi konyvtaraknak, azzal a kotelezettség-vallalassal, hogy a dol-
gozatokat mashol nem publikaljdk. Mi ,csak” annyit kértiink, hogy 6k helyettiink
fizessenek el6 az altalunk megjelolt folydiratokra. Az Stlet bevalt, és igy t6bb éven
at hozzdjuthattunk sok — szamunkra fontos — kiilfoldi folydirathoz.

Ilyen koriilmények kozott, amikor Kassay Gabor befejezte egyetemi tanulmé-
nyait, bar sziikség lett volna ré, egyelére nem lehetett kinevezni az egyetemre. O
viszont nem akart lemondani dlmairdl, hogy ne csak oktassa, hanem kutassa is
a matematikat. Tanulményi eredményei alapjan sok jé kozépiskolai allas koziil
véalaszthatott volna mas varosban, e helyett valasztott egy szerényebb kolozsva-
ri iskolat, ami lehetévé tette az analizis tanszéken miikodé Tiberiu Popoviciu-
szemindrium ldtogatasat. Ezen a szemindriumon heti rendszerességgel talalkoznak
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olyan kolozsvari matematikusok, akik fiiggvényapproximacio és alkalmazott mate-
matikai kutatdsok irant érdeklédnek. A résztvevOk beszamoldkat tartanak sajat
eredményeikrdl vagy maés szerzok fontos kozleményeirél. Gabi szdmara ezeken az
Osszejoveteleken elhangzott eldadasok jelentették a ,,posztgradudlis képzést”.

fgy vagy ugy, a Popoviciu-szeminariumon valé résztvétel indukalta els6 méasfél
tucatnyi dolgozatat, amelyek nagy része a fent emlitett csereakcié keretében Gssze-
allitott kotetekben szerepel, de koztiik van az elsé belfoldi [«2] és az elsé kiilfsldi
folyéiratban megjelent [«6] dolgozata is. A [*2] dolgozatra aldbb még visszaté-
riilnk. A [%6] dolgozatban Gabi védlaszt adott egy kiilféldi szerz8 eredményeinek
bemutatasa utan kialakult eszmecserén megfogalmazott kérdésre.

Az emlitett kotetekben kozolt dolgozatok koziil itt csak a [x17] dolgozatra té-
rek ki, mert a benne targyalt kérdés kulcsszerepet jatszik az egyensilyelméletben.
Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz 1929-ben, a réluk elnevezett KKM-lemma
felhasznalasaval j bizonyitast adtak Brouwer fixponttételére. Ez a lemma a ko-
vetkez6t allitja. Legyenek uq,...,u, valamely véges dimenzids valés normalt E
tér rogzitett elemei, és a zart C; C E (i = 1,...,m) részhalmazok rendelkezzenek
azzal a tulajdonsdggal, hogy minden k < n pozitiv természetes szdm és minden
{i1,.- i} € {1,...,m} esetén az {z;,,...,z; } konvex burkoléja benne van a
C;, U-+-U(Cy, halmazban. Ekkor C; N ---NC,yy, # 0.

1961-ben Ky Fan a KKM-lemmat a kovetkezoképpen &altalanositotta végtelen
dimenziés terekre. Legyen E val6s Hausdorff topolégikus vektortér és X nemdiires
részhalmaza E-nek. Azt mondjuk, hogy a F : X — 2F halmazértékii fiiggvény
végesen zéart, ha F(z) N L az euklidészi topoldgia szerint zért, minden = € X és
E minden véges dimenziés L altere esetén. A F fiiggvény KKM-tulajdonsagu,
ha X minden {z1,...,x,} véges részhalmazdnak konvex burkol6ja részhalmaza az
F(z1)U---UF(x,) halmaznak. Ky Fan [10] szerint, ha F' értékei zart halmazok, és
létezik olyan T € X, hogy F(T) kompakt, akkor a KKM-tulajdonsidgbdl kovetkezik,
hogy az F(x) halmazok keresztmetszete nem iires. Kovetkezésképpen, ebben az
esetben, a KKM-tulajdonsaghdl kovetkezik a végesmetszet-tulajdonsag, vagyis az
F(z1),...,F(x,) halmazoknak van kozos pontja, minden z1,...,z, € X esetén.
Nem nehéz igazolni, hogy ennek az allitdsnak a forditottja nem igaz, ha £ = R
(lasd [#92], Example 3.1). Felmeriil tehdt a kérdés: hogyan lehetne jellemezni
a végesmetszet-tulajdonsagot? A [17] dolgozat a KKM-tulajdonsdg megfeleld
altalanositasaval valaszt ad erre a kérdésre.

Legyen X tetsz6leges nemiires halmaz és E valés Hausdorff topologikus vek-
tortér. Ertelmezés szerint, az F : X — 2F fiiggvény altaldnositott KKM-

tulajdonsdgi, ha X minden nemiires {z1,...,x,} véges részhalmazdhoz hozza
lehet rendelni az F olyan nemiires {y1,...,y,} részhalmazdt, amelyre minden
{Yiy,--- Y, } részhalmaz konvex burkoldja részhalmaza a F(x;,),..., F(z;,) hal-

mazok egyesitésének. A [x17] dolgozat szerint ez a tulajdonsig egyenerteku a
végesmetszet-tulajdonsaggal, ha F' értékei végesen zartak. Erdekes, hogy ez az
allitas szerepel az egy évvel késébb megjelent [7] dolgozatban is, viszont [x17]
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emlitése nélkiil. Kés6bb, egyensuly-feladatok targyaldsandl tobb szerzé hasznalta
az altalanositott KKM-tulajdonsdg fogalmat és a vele kapcsolatos végesmetszet-
tételt, hivatkozva a [x17] dolgozatra is (14sd példdul [36]).

2. A minimax tételektdl az egyensiilyfeladatokig

Kassay Gabor 1994-ben megvédett doktori (PhD) disszertécidjanak cime: Uj
eredmények a minimaz elméletben, alkalmazva varidcids egyenlétlenségekre és op-
timalizdldst feladatokra. Pélyafutdsa sordn az ilyen tipusd feladatokat magaba
foglalé egyensulyelmélet volt figyelmének kozéppontjaban. Az egyensilyelmélet
ma a nemlinedris analizis egyik legjelentésebb aga, gyakorlati és elméleti szem-
pontbdl egyarant. Magédba foglalja, tobbek kozott, az optimalizdlds, a minimax,
a Nash-egyensiily, a komplementaritas, a fixpont és a variacios egyenlétlenségekre
vonatkozo feladatokat. Mivel az egyensilyfeladat fogalma és elmélete a jatékelmé-
letbol sarjadzott ki, célszerti néhany széban erre kitérni.

Az els6 jatékelméleti cikket a modern halmazelmélet egyik megalapozdja,
Zermelo irta 1913-ban a sakkjaték matematikijarél. Emile Borel, 1921 és 1927
kozott, harom rovid jegyzetben foglalkozott el6szor a kétszemélyes, nulla Gssze-
gl jatékok matematikai modellezésével, ahol az egyik jatékos nyeresége a méasik
vesztesége: f1(s1,82) = —f2(s1,82), minden (s1,s9) stratégiapérra, ahol f1 és fo
a jatékosok stratégiafiiggvényei. Ez a feltétel teljesiil a sakkban és a tarsasjatékok
t6bbségében (példaul a kartyajatékokban). A legegyszer(ibb jéték a ,fej vagy irds”:
mindkét jatékos egyidejiileg letesz az asztalra egy 100 Ft-os érmét. Ha a letett ér-
mék fels6 oldala ugyanolyan, akkor az 1. jatékos elnyeri a 2. jatékos érméjét; ha
kiilonbo6zok, akkor a 2. jatékos nyeri el az 1. jatékos érméjét. Fent emlitett jegy-
zeteiben Borel megfogalmazta az ilyen tipusu jatékok egyensilyi megolddsianak
fogalmat. Ez a kovetkezOt jelenti: az 1. jatékos barmilyen s; stratégiat valaszt,
a smelgl f1(s1, s2) mennyiségnél tobbet nem kaphat, ha a 2. jitékos vele szemben

2 2

a legjobban jatszik. Az 1. jatékos ezt a mennyiséget akarja maximalizalni, azaz

max min f;(s1, s2) értéket akarja elérni, ahol Sy és Sy a jétékosok stratégiahalma-
$1€S51 s2€852

zai. Hasonléan gondolkodik a 2. jatékos is: az 1. jatékos max f1(s1, $2) maximadlis
51€01
nyereményét akarja a minimumon tartani, azaz min max f;(s1, s2) értéket akar
52€52 51€S51
elérni. Ha teljestil a

max min f(s1,S9) = min max f(si,s
sleSISQGSQf( 1,52) SQEstleslf( 1,52)

egyenléség, ahol f = f1, akkor azt mondjuk, hogy a minimax jatékfeladatnak van
megoldasa.
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A fej vagy irds jatékban azonban nincs minimax megoldds, legaldbbis az ere-
deti stratégiatérben. Ezen segit az in. randomizalas, vagyis a kevert stratégiak
alkalmazdsa. Példaul, az 1. jatékos p valdsziniiséggel vélaszt fejet és 1 — p va-
16szintiséggel irast, ellenben a 2. jatékos, az 1. jatékos valasztasatol fliggetleniil,
q valdszinéggel vélaszt fejet és 1 — g valdszin§éggel frast. (Tudjuk, hogy a ke-
vert stratégia hasznossagat mar a XVIIL. szdzad elején ismerték.) Borel az elébbi
egyszeri megfigyelést altalanositva, megfogalmazta a kevert stratégidji minimax
tételt (ahol a stratégiafiiggvény bilinedris és a stratégiahalmazok szimplexek), de
bizonyitdst r4 nem adott. Ezt a feladatot a berlini miiegyetemen alkalmazott, 25
éves Neumann Jénos (akkori nevén Johann von Neumann) oldotta meg abban az
altalanosabb esetben, amikor az f stratégiafiiggvény s; szerinti fels6 és sy szerinti
alsé nivéhalmazai konvex halmazok (mai széhasznalattal, s; szerint kvézikonkév és
s szerint kvazikonvex). Rendkiviil leleményes bizonyitasa, amelyet német nyelven
kozolt a [31] dolgozatban, a teljes indukcié médszerén alapul. Ugyanakkor kozolt
errdl egy rovid, francia nyelvii [32] cikket is, de ebben csak a Borel-féle modellrél
van sz6, ahol a stratégiafiiggvény bilinearis, és bizonyitas nélkiil kijelenti a mini-
max tételt. A [31] dolgozat csak 1959 utdn vélt kozismerté, amikor megjelent az
angol nyelvil forditdsa [35]. A matematikusok tobbsége szdmdra ezutdn vélt nyil-
vanvaléva, hogy a kvazikonkav és a kvazikonvex fiiggvényeket elséként Neumann
Janos hasznalta, anélkiil, hogy nevet adott volna ezeknek a fogalmaknak.

Kés6bb, a naci Németorszaghdl menekiil6 Neumann Janos a princetoni Insti-
tute for Advanced Studiesban kapott &lldst. A harmincas évek maéasodik felében
tobbszor latogatott Bécsbe, ahol Oskar Morgenstern kézgazdasagi szimpéziumokat
szervezett. Ezeken tevékenyen részt vett, tobbek kozott, a modern matematikai
statisztika egyik megalapitéja, a kolozsvari szarmazasi Wald Abrahdm is. Az egyik
ilyen szimpéziumon Neumann Janos bemutatta a kozgazdasdgtan els6 novekedési
modelljét [34], amely a Brouwer-féle fixponttételre alapult (1941-ben S. Kakutani,
Neumann bizonyitdsit elemezve, fedezte fel a nevét viseld fixponttételt). Ebbdl az
egyiittmiikodésbdl sziiletett a nagy hatésu [33] konyv is. Ez a kényv hozzdjarult
ahhoz, hogy a masodik vildghdborit kéveto években az operacidkutatds hatalmas
fejlédésnek indult, nemcsak a kozgazdaszok, hanem a matematikusok korében is.
[jj numerikus médszerek jelentek meg (szimplex mddszer, bels§ pontok mddszere,
stb.), és az elméleti kutatdsok is jelentésen megszaporodtak.

A matematikus, ha egy 1j tételt meg akar érteni, nem elégszik meg a bizonyi-
tas megértésével. Ilyenkor rendszerint harom utat kovet. Eloszor a tétel értelmét
sajatos esetekben vizsgdlja, ezutdn mds bizonyitasokat keres, majd prébélja a té-
telt dltaldnositani, abbdl az elvbél kiindulva, hogy minden javithat6 (és ha kell,
javitandd), amit ember teremtett. A minimax tétel dltaldnositdsainak hosszui és
érdekes torténete van, amirél, példdul [43]-ben olvashatunk. A minimax tételek el-
méleti fontossaga abbdl is latszik, hogy a konvex analizis nagy része ilyen tételeken
alapul (14sd [42]).
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Amint emlitettem, a [31] dolgozatban szerepldé minimax tételben a stratégia-
fliggvény szimplexek szorzatan értelmezett kvazikonvex-kvazikonkéav, folytonos
figgvény. Az &ltaldnositdsok ezeken a feltételeken lazitanak. Az egyik fontos
altaldnositds a [8] dolgozatban szerepel, amelyben a stratégiafiiggvény lokélisan
konvex terek konvex részhalmazainak szorzatan értelmezett folytonos kvazikonkav-
kvazikonkav fiiggvény. Egy évvel késébb, Ky Fan a [9] dolgozatban a kvazikonkav-
kvazikonvex tulajdonsagot egy altalanosabb konvexitési feltétellel helyettesitet-
te. Ezt H. Kénig [19] tovabb &ltaldnositotta a ,Konig-konvex fiiggvény” foga-
lomanak felhasznédlasdval. Ezeket a fogalmakat a kovetkezOképpen értelmezziik:
Legyen A tetszoleges, nemiires halmaz. Az f : A — R figgvény Ky Fan-
konvex, ha minden aj,az € A és A € [0,1] esetén létezik olyan a3 € A, hogy
flaz) < (1 —=X)f(a1) + Af(az). Ha ez a feltétel csak A = 1/2 esetén kell teljesiil-
jon, akkor f Konig-konvex. Az elébbi fogalombdl nyilvdn kovetkezik az utébbi,
de forditva nem igaz. Viszont, ha A szekvencidlisan kompakt topologikus tér és f
alulrdl félig folytonos, akkor a két fogalom megegyezik (14sd [*23]). Ky Fan [10]
bizonyitott el6szor minimax tételeket tobb stratégia-fliggvény esetén.

Ugyanakkor, az egyensulyelméletben megjelentek olyan tételek is, amelyekben
a ,konvex halmaz” szerepét a topolégiabdl ismert ,,6sszefiiggd halmaz” fogalma ve-
szi 4t. Wu [51] rdmutatott, hogy olyan minimax tétel is bizonyithatd, amelyben a
szakaszok szerepét bizonyos Jordan-gorbék jatsszak. Néhany évvel késobb Jod Ist-
van [16] a nivéhalmazok mdédszerével ilyen tipusi, egyszerii és elegdns bizonyitast
adott Neumann Jdnos tételére. Ennek hatdsira Stachd Lészlé [26] és Komornik
Vilmos [25] olyan minimax tételeket bizonyitott, amelyekben a stratégiafiiggvény
un. intervallum tereken értelmezett. Ezek topologikus terek, amelyeken az al-
gebrai miiveleteket az ,0sszefiiggés” tulajdonsaga helyettesiti (lasd [21], [22], [27],
[47], [48]). Kassay Gédbor [#48] dolgozatdban minimax feladatok esetén a [#26]-
ban targyalt egyensilyelvet kiterjeszti intervallumterekre. Ezt felhasznalva és Jod
Istvan [15)-ban kozolt minimax tételét dltalanositva, rdmutat arra, hogy a konvex
analizisben ismert dualitdsi tételek topoldgiai természetiiek. Ugyancsak a [*26]
dolgozat eredményeit altalanositjak mértéktereken értelmezett minimax feladatok
esetén az [x50] dolgozatban.

A Neumann Jénos tételének el6bbi dltalanositdsai mellett fontosnak tartom
megemliteni a kovetkezd eredményeket:

— H. Weyl bilinearis stratégiafiiggvény esetén a minimax-tételt a Farkas Gyula
alternativa tételével ekvivalens, végesen generalt kipokra vonatkozo sajat tételével
bizonyitotta [50];

— C. Berge a nemlinedris alternativatételt véges szamu, zart konvex halmaz
metszetére vonatkozo sajét tételével bizonyitotta [1];

— M. Sion nemlinearis minimax tétel bizonyitasdban el6szor alkalmazta a KKM
lemmat olyan kétvaltozos stratégiafiiggvények esetén, amelyekre az els6é valtozd
szerinti felsd, illetve a madsodik valtozd szerinti alsé nivéhalmazok zart konvex
halmazok [39];
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— J. Kindler a minimax tételek és a halmazértéki fiiggvényekre vonatkozo met-
szettételek kozotti kapesolatra mutatott rd ([19]- [23]);

— S. Simons bizonyitotta, hogy végtelen dimenziés terek esetén a minimax-
tételek és a gyenge kompaktsag kozott szoros kapesolat van [40]-[45].

3. Egyenstlyfeladatok megoldéasainak létezése és kozelits kiszamitdsa

Ky Fan [11] lokélisan konvex tereken értelmezett stratégiafiiggvényekre bizo-
nyitott minimax egyenlitlenségek megoldhatésagara vonatkozd tételeket. Ezek
ekvivalensek Tikhonov fixponttételével, és alkalmazhatdok a Nash-féle egyensily-
feladatokra is, ezért az ilyen tipusi minimax feladatokat ma egyensulyfeladatok-
nak nevezziik. Az utébbi dolgozatban bizonyitott tétel volt az egyensulyfeladatok-
ra vonatkozo elsé dltaldnos érvényil létezési tétel. Az egyensilyfeladat” elnevezés
eldszor W. Oettli és munkatdrsai dltal kozolt [2, 29, 30] dolgozatokban fordul elé.

A minimax egyenlStlenség tétele [11] szerint a kovetkezs: Legyen X Hausdorff
topologikus vektortér, K legyen X-nek nemiires kompakt, konvex részhalmaza, és
a f: K x K — R fiiggvény teljesitse a kovetkezd feltételeket:

(a) f(z,z) 20,

(b) minden rogzitett © € K esetén f(z,.) kvdzikonvex,

(c¢) minden rogzitett y € K esetén f(.,y) feliilrdl félig folytonos.

Ekkor létezik olyan z* € K, amelyre f(z*,y) > 0, barmely y € K esetén.

Mivel differencial operdtorokkal értelmezett varidciés egyenlOtlenségek esetén
a (c) feltétel nem teljesiil, H. Brézis, L. Nirenberg és G. Stampacchia [5] az el8bbi
tételt ugy altalanositja, hogy az legyen alkalmazhaté azokra is.

Az egyensiilyelmélet ma a nemlinedris analizis egyik legjelent&sebb dga, gyakor-
lati és elméleti szempontbdl egyarant. Magaba foglalja, tobbek kozott, az optima-
lizéldsi, a minimax, a Nash-egyensily, a komplementaritasi, a fixpont feladatokat,
a variacios egyenlGtlenségeket. Ezeknek a feladatoknak egységes matematikai mo-
dellje a kovetkez6képpen fogalmahaté meg. Legyen A és B két nemiires halmaz és
f:+Ax B — R adott fliggvény. Az T € A elemet egyensilypontnak nevezziik, ha

(EF) f(z,y) >0, Vy€B.
Az (EF) Minty tipust dudlisa a kovetkezé: 1étezik-e § € B, amelyre
(DF) flz,9) <0, Ve A?

Amint Komldsi Séandor [24] igazolta, eléfordulhat, hogy ugyanolyan feltételek mel-
lett (EF)-nek van megoldédsa, de (DF)-nek nincs. Ha viszont A = B és az f
monoton, azaz

f(z,y)+ fly,z) <0, Vz,y € A,
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tovabba f minden szakaszon feliilr6l félig folytonos a mésodik valtozora nézve,
akkor a két probléma egyenértékii.

Az egyensilyelmélet targya az egyensulypontok létezésének és tulajdonsagainak
vizsgdlata, valamint azok (kozelitd) kiszamitdsa. Az elméleti kérdések tisztézdsa
mellett, a gadasagi, a mechanikai, az elektrodinamikai és a mérnoki tudomanyok
teriiletén taldlt fontos alkalmazasok szintén serkentik az egyensilypontok tanul-
manyozasat. Nem csoda tehét, hogy az utébbi években az egyenstulyelmélet irdnti
érdeklédés megsokszorozédott. A matematika kiillonbozé fejezeteiben megjelend
egyensuly-feladatok koziil példaként megemlitek néhdnyat.

1) Minimalizdlds
Legyen X nemiires halmaz és h : X — RU {+oo} adott fiiggvény. A kérdés
az, hogy milyen feltételek mellett igaz a kovetkezé allités:

dz e X, h(z) < h(y),Vy € X.

Ha K == {z € X : h(z) < 400} és f : K x K = R, f(x,y) := h(y) —
h(z) minden z, y € K esetén, T akkor és csak akkor megolddsa a minimalizdldsi
feladatnak, ha T megolddsa az (EF) egyenstly-feladatnak.

2) A fizpont feladat

Legyen X valds Hilbert tér a (-, -) skaldr szorzattal, és K legyen a X kompakt
részhalmaza. A T : X — 2% halmazértékii fiiggvényre vonatkozé fixpont feladat
a kovetkezo éllitasra vonatkozik:

(FPF) dze K, ze€T(x).

Ertelmezve az f : K x K — R, f(z,y) = maxyep@)(z —uw,y —z) ; z,y € K
fiiggvényt, T akkor és csak akkor megolddsa az (FPF) fixpont feladatnak, ha z
megoldasa az (EF) egyenstly-feladatnak.

3) A komplementaritdsi feladat

Az X valds vektortér valamely K részhalmaza kip , ha tx € K valahdnyszor
t>0és x € K. Legyen X topologikus vektortér, K C X egy zart konvex kip,
és legyen K* := {z € X*: (z,y) > 0, ha y € K} annak duélis kiipja, ahol X* a
X dudlis tere és (-,-) a dualitdsi fiiggvény. Adott T : K — X* operdtor esetén a
komplementaritési feladat a kovetkezo:

(KF) dze K, T(z)e K*, (T(z),z) =0.
Ertelmezve az f : K x K — R, f(z,y) := (T'(x),y — z), ha z, y € K fiiggvényt,

az T akkor és csak akkor megolddsa a (KF) komplementaritdsi feladatnak, ha
megolddsa az (EF) egyensuly-feladatnak.
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4) Varidcids egyenlétlenségek
Az el6bbi jeloléseket haszndlva, a variaciészamitési feladat a kovetkezd:
dze K,(T(z),y—7) >0, Vye K
Konnyen belathatd, hogy ez a feladat a komplementaritédsi feladat dltaldanositasa.

5) A nyeregpont (minimax) feladat

Legyen X,Y két nemiires halmaz és h : X x Y — R adott fiiggvény. A
(Z,7) € X x Y elempér nyeregpontja h-nak az X x Y halmazon, ha

h(z,g) < h(Z,7) < h(Z,y), V(z,y) € X x Y.
Legyen A=B=XxY és f: Ax B—R,

fla,b) :== h(z,v) — h(u,y), a=(x,y), b= (u,v).

6) Nash-féle egyensilyfeladat nemkooperativ jdtékok esetén

A nemiires X;, ¢ = 1,2, ..., n, halmazokkal értelmezziik az X := X1 X Xg X ... X
X, halmazt és a h;, : X — R, i = 1,2,...,n, fiiggvényeket. Az (Z1,Ts,...,Tn) €
X vektort a hy,ho, ..., h, fliggvények altal meghatarozott Nash-egyensilypontnak
nevezziik, ha minden ¢ = 1,2, ..., n esetén fennall a

hi(.’fl, ...,fi,l,zii,fiﬂ, ,En) 2 hi(.’fl, ...,fi,l,xi,le, ...,En), Vxl € Xz

egyenl6tlenség.
Az f: X x X — R fiiggvény értékét az x = (1, ..., 2n) és y = (y1, ..., Yn) altal
meghatarozott pontban az

n
f(z,y) = Z[hi(ﬂﬁ, T, Ty Ti 1y oy Tn) = N (1, B0, Yis Tit 15 e T
i=1

egyenléséggel értelmezziik. Konnyen beldthaté, hogy = (Z1,...,Z,) akkor és
csak akkor egyensulypontja f-nek, ha a hq, ..., h, fliggvények altal meghatarozott
Nash-egyenstlypont.

A konvex fiiggvény fogalmanak Ky Fan és Konig-féle altalanositasai bizonyos
algebrai reldcidk segitségével torténnek. Kassay Géabor miivei koziil néhdny ilyen
tipust feltételeket tartalmaz. Példdul, a [#26] dolgozatban az elébbieknél altald-
nosabb algebrai feltétel szerepel. Ennek a dolgozatnak tulajdonképpeni targya az
egyensulyfeladattal kapcsolatos ,,supinf-feladat”. Ez a feladat a kovetkezo: adott
f:Ax B — R fiiggvény esetén milyen feltételek mellett teljesiil a

sup inf f(xz,y) >0 1
Iegyer( Y) (1)
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egyenl6tlenség? Ha ez az egyenlGtlenség teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f tel-
jesiti az supinf-feltételt. Minimax feladatok esetén a supinf-feltétel a

sup inf f(z,y) = inf sup f(x,
mgﬁyer( y) yeBmegf( y)
kovetkez6 egyenlOséget jelenti.

A fenti kérdésre adott valasz a konkav fliggvény fogalmanak kovetkezo altala-
nositdsan alapul: Az f: A x B — R fiiggvény konkédv-szerti az A halmazon, ha
létezik a [0, 1] intervallumnak olyan 7' siirii részhalmaza, amelyre

n

sup min T,y;) > min sif(xi,y; 2
xeﬁgjgmf( VY5) = B, 2 if(@i,y5), (2)
i—
minden s1,...,8, €T, > 1 s; =1, z1,...,2n € A, Y1,...,Ym € B esetén. Az

f filggvény konvex-szerti a B halmazon, ha —f konkav-szerti a masodik valtozora
nézve. (Az eredeti értelmezésben T = [0, 1].)

Hasonl6 fogalmak — bizonyos sajétos esetekben — szerepeltek kordbban is a [3],
illetve [46] dolgozatokban.

A Hahn-Banach tétel véges dimenziés valtozatdval igazolhatd, hogy ha B =
{y1,.-.,Ym} és az f konkdv-szerii, akkor (1) egyenértékii azzal, hogy

z€A

supthf(x,yj)ZO, Vitr,...,tm €T, thzl. (3)
j=1 j=1

A kovetkez6 tételben szerepelnek az alabbi tulajdonsagok. Az f teljesiti a gyen-
ge zartsagi feltételt, ha a sup,¢ 4 infyer f(2,y) > 0, minden F' C B véges részhal-
maz esetén, maga utdn vonja az (1) egyenlStlenséget. Az f teljesiti az erds zdrtsdgi
feltételt, ha minden F' C B véges részhalmaz esetén a sup,c 4 infyer f(z,y) > 0
maga utdn vonja azt, hogy létezik = € A, amelyre f(x,y) > 0 minden y € B
esetén.

A [%26] dolgozat fététele szerint ha f az A halmazon konkdv-szer(i és telje-
siil a gyenge zéartsagi feltétel, akkor (1) egyenértékii azzal, hogy (3) igaz min-
den {y1,...,ym} C B esetén. Tovabbd, ha az er8s zartsigi feltétel is teljesiil,
akkor az egyensily feladat megoldhatdésdga az jelenti, hogy (3) teljesiil minden
{y1,...,Ym} C B esetén.

Koénnyen beldthat6, hogy ha B C A konvex halmaz, f konvex a B-n, és
f(y,y) > 0 minden y € B esetén, akkor (3) teljesiil minden {y1,...,ym} C B
esetén.

Tovéabba, abban az esetben amikor az A kompakt topologikus tér és f feliilr6l
félig folytonos az A-n, akkor teljesiil az erés zartsagi feltétel. A fenti tétel masodik
része Ugy tekintheté mint a Weierstrass tétel dltalanositasa. Valéjaban az emlitett
tétel egy skalarizacios elvet fejezi ki.
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A [%26] dolgozat, tébbek kozott, a kovetkezd okok miatt is figyelemre mélto:

1) A benne értelmezett konvexitdsi fogalom &ltaldnosabb, mint a Kénig-
konvexitds, és a topoldgiai feltételek is kevésbé megszoritéak, mint példdul a [9],
[26] és més — algebrai egyensuly feltételeket tartalmazé — dolgozatokban. Fontos,
hogy [+*26]-ban a stratégiafiiggvény értelmezési tartomanya nem rendelkezik sem
topoldgiai sem algebrai struktiraval.

2) A [#26)-ban vizsgélt supinf-egyenlStlenség az egyensilypont létezésének
olyan sziikséges feltételét fejezi ki, amely elégséges is, ha a minimum létezésére
vonatkozé Weierstrass-tétel alkalmazhatd, példaul, ha A kompakt és f az els6 vél-
tozéra nézve feliilrdl féligfolytonos. (A természet mindig egyensilyra torekszik, de
nem mindig éri azt el.)

3) A [%26] tételeibél konnyen levezethet8k az operdcidkutatds alaptételei
(Gordan-tétel, Farkas-tétel, Neumann Jdnos minimax tétele, Fritz John tétele,
Karush-Kuhn—Tucker-tétel, stb.) (lasd [«40]).

4) Ezek a tételek alkalmazhatdk végtelen programozasi és vektoregyensily fel-
adatokra is (1dsd [12],[13],[28],[x92]).

5) A hasznalt matematikai appardtus egyszer(i, minddssze a Hahn—Banach-tétel
véges dimenzids valtozatara van sziikség.

6) Ha B C A és f mint kétvaltozds fiiggvény monoton, akkor [¥26] tételeibdl
rogton kovetkezik az egyensilyelméletben ismert dualitasi tétel.

7) A linedris és/vagy topoldgiai struktirdval nem rendelkezd absztrakt konve-
xitdsi tereken értelmezett egyensilyfeladatok targyaldasdnak ez az egyik legegysze-
riibb modellje (14sd [14]-[23], [«20], [%22]-[*25], [¥29], [*31], [«32], [*41], [«42], [*48],
[x55], [«58], [«61], [x62], [x66], [x70]).

8) A [*26] dolgozat alapitlete nagyon egyszerii. Ha a minimax feladatot diszk-
retizaljuk, akkor egy Borel-tipusid matrixjatékhoz jutunk. Ennek randomizalt alak-
ja szimplexek szorzatan értelmezett bilinearis stratégiafiiggvénnyel van megadva,
ezért Neumann Janos tétele szerint 1étezik legalabb egy megolddsa. Ha a diszkreti-
zalast tetszolegesen véltoztatjuk, akkor az igy megszerkesztett megoldasok halma-
zanak segitségével a stratégiafiiggvényre vonatkozéan megfogalmazhatd egy egy-
szerll feltétel (a supinf-konkavitds), amely egy zartsigi feltétellel egyiitt garantdlja
a supinf-feladat megoldhatdsdgat.

9) A [%26] dolgozat pedagdgiai szempontbdl is érdekes, mert a hasznélt mate-
matikai appardtus viszonylag egyszerli és az eredmények hatésugara nagy. Ezek
koénnyen kiterjeszthetok, példaul, vektor- vagy halmazértékl fiiggvényekkel értel-
mezett egyenstilyfeladatokra is (ldsd [*92] és [x93]).

Az egyensily-elmélet fontos része az egyensilypontok kozelité kiszdmitaséara
vonatkozik. A gyakorlatban egy ilyen feladat altaldban nem egyszer(i. Ennek okai
koziil csak harmat emlitek: Lehet, hogy a felhasznalt médszerek jobb analitikai fel-
tételeket kovetelnek, mint amivel az egyensuly-feladat adatai rendelkeznek. Még
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Osszetettebb a feladat, ha az adatai csak kozelitéleg ismertek. Az is el6fordul,
hogy a feladat rosszul fogalmazott (ill-posed). Ilyenkor a ment66v az lehet, ha
a feladatot ,regularizaljuk”, vagyis olyan feladat-sorozattal helyettesitjiik, amely-
nél az emlitett nehézségek eltlinnek, és a megfelel6 megoldasok konvergalnak az
eredeti feladat megoldaséhoz, ha az létezik. Tobb ilyen regularizaciés méodszert
ismeriink. Ezek koziil legismertebbek a Tikhonov-féle, a Bregman-féle és a projek-
ciés modszerek. Ezeknél a regularizélé fiiggvények

o) = F(a,y) + 10,9)

alakdak, ahol 8 megfeleld tulajdonsigokkal rendelkezé fiiggvény (ldsd példaul [«92],
11.5 Tétel). Kassay Gabor kozelité mdédszerekkel kapcesolatos eredményei koziil
fontosak valds- vagy halmazértékii fiiggvényekre vonatkozd aldbbi eredményei.

A [x71] dolgozatban a Bregman-féle iterativ regularizédciés médszerrel 16tezési és
egyértelmiiségi tételeket bizonyitanak egyensulyfeladatokra, reflexiv Banach-terek
zart konvex részhalmazain értelmezett fiiggvények esetén. Bizonyitjak, hogy a
megszerkesztett iterativ sorozat tagjaibodl képzett halmaz minden gyenge torlédasi
pontja megoldasa az adott egyensuly-feladatnak.

A [+84] dolgozatban valés Hilbert-tereken értelmezett Brézis- pszeudomonoton
kétvaltozds fiiggvényekkel megfogalmazott egyensily feladatok megolddsara egy
14j Popov-tipust iterativ modszer gyenge és erds konvergencidjat tanulmanyozzéak.

4. Halmazértéki fiiggvényekkel értelmezett egyensuly-feladatok

Az 1980-ban megvédett Rockafellar algoritmusa cimi &llamvizsga-dolgoza-
tdaban Kassay Gabor a kovetkez6 feladatot targyalta.

Legyen H valés Hilbert tér. R.T. Rockafellar algoritmusa olyan eljaras, amellyel
kozelitSleg meghatarozhatjuk valamely mazimdlisan monoton T : H — 2H hal-
mazértékii operator zérushelyeit, vagyis azokat a £ € H pontokat, amelyekre
0€T(z).

Az algoritmus egy olyan {z)} C H sorozat megszerkesztésébdl 4ll, ahol vala-
mely zg € H pontbdl kiindulva az zj1 pontot ugy értelmezziik mint a T}, operator
egyetlen zérushelye, ahol

Ti(x) =T(x) + ye(x — 2k)

itt {7y} egy pozitiv tagi korldtos valés szdmsorozat, amelynek tagjait regulariza-
ciés egyiitthatoknak nevezziik.

Rockafellar [37] bizonyitotta, hogy ha T' maximélisan monoton és 1éteznek zé-
rushelyei, akkor az {x} sorozat gyengén konvergal a T valamelyik zérushelyéhez.
Ha nincsenek zérushelyek, akkor a megszerkesztett sorozat nem korldtos.
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1985-ben jelent meg Kassay Gabor els§ tudoményos dolgozata [2], amelyben
Rockafellar médszerét kiterjesztette reflexiv Banach-terekre. Ebben a kérdéskor-
ben késébb még néhany érdekes dolgozatot publikalt tarsszerzokkel.

A [%46] dolgozatban reflexiv Banach-tereken értelmezett, maximélisan mono-
ton halmazértékii fiiggvények Browder-tipusu regularizdlasaval szerkesztett koze-
lit6 mddszer stabilitasat vizsgaltdk, ha az eredeti adatok szintén csak kozelitéleg
ismertek. Eredményeik magukba foglaljak Rockafellar médszerének altalanositdsat
arra az esetre, amikor az eredeti fiiggvény Mosco-approximaciéval adott.

Az [%53] dolgozatban a [#2] eredményeit &ltaldnositjak reflexiv Banach-téren
értelmezett nem maximalisan monoton halmazértéki fiiggvényekre. Rockafellar
médszeréhez hasonlé eljérdssal, a Bregman [4] tavolsdgfiiggvény felhasznéldsdval
olyan iterativ sorozatot szerkesztenek, amely gyengén konvergdl egy megoldashoz.
Eredményeiket alkalmazzdk rosszul fogalmazott (ill-posed) varidciés egyenlStlen-
ségekre, tovabbé olyan monoton (de nem maximélisan monoton) halmazértékii
fiiggvényekre, amelyek grafikonjai szekvencialisan gyengén zartak, és olyan konvex
optimalizdlasi feladatokra, amelyben az adatok csak kozelitéen vannak meghaté-
rozva.

A [x64] dolgozatban az [«53]-ben alkalmazott mddszerrel erésen monoton, psze-
udomonoton, illetve hemifolytonos tobbértéki fliiggvényekkel értelmezett varidcios
egyenl6tlenség-rendszerek kozelité megolddsara erdsen konvergdld sorozatot szer-
kesztettek.

A [*86] dolgozatban reflexiv Banach-tereken tobbértékii Brézis pszeudomono-
ton operatorral értelmezett varidcids egyenlGtlenség megoldhatdsdgara adnak fel-
tételeket, altaldnositva Tikhonov [49] és Browder [6] regularizaciés mddszerekkel
kapott eredményeit.

Lgyen A és B két nemiires halmaz, Z topologikus valés vektortér, C' C Z egy
konvex kip, amelynek intC-vel jelolt belseje nem iires, és f : A x B — Z adott
fliggvény. Ebben az esetben az egyensuly-feladat kétféleképpen is megfogalmaz-
haté: Igazoljuk, hogy

(EVEF) Ja € A gy, hogy f(a,b) € C'\ 0, Vb € B, vagy
(GVEF) Ja € A ugy, hogy f(a,b) € intC'\ 0, Vb € B.

Az els6 esetben er6s egyensily-feladatrdl, a masodikban gyenge egyensily-
feladatrdél beszéliink. Ezek a feladatok altaldnositasai a gyakorlatban gyakran
elofordulé vektorfiiggvények optimizalasi és a vektor varidcids egyenlotlenségek
megoldasara vonatkozé feladatoknak.

Ehhez a témakorhoz tartoznak Kassay Gébor kovetkezd dolgozatai: [+49],
[+56], [x62], [+64], [T1], [x75], [+80], [84].

A halmazértékii operatorokkal értelmezett varidcios egyenlétlenségek sajdtos
esetei az el6bbi feladatnak.

Legyen X az E valés Hausdoff lokélisan konvex tér nemiires részhalmaza és
Y nemiires részhalmaza az E* dudlis térnek. Tovabba, legyen C' az Y nemiires
részhalmaza, és legyen F : C — 2% halmazértékii leképezés, nemiires értékekkel.
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A Minty-féle varidcids egyenlStlenség probléméja a kovetkezd:

M(F;C):  inf (z,v—u)>0, YvoeC.
z€F(v)

A Stampacchia-féle varidciés egyenlétlenség problémaja a kovetkezo:

S(F;C): sup (z,v—u)y>0,VveC.
z€F (u)

Legyenek Xi,...X,, Y7,...,Y, valés Hausdorff topologikus vektorterek, és
(,); az X; xY; (i =1,2,...,n) halmazokon értelmezett folytonos bilinedris fiig-
vények amelyek fiigghetnek i-t6l).

A Minty- és a Stampacchia-féle variaciés egyenlotlenségek rendszerére vonat-
kozé probléméjanak megfogalmazésa érdekében tételezziik fel, hogy Cy C Y1, ...,
C,, C Y, nemiires halmazok és

Fi:Cyx---Cp—2% (i=1,2,...,n)

halmazértékii fliiggvények nemiires értékekkel. A Minty-féle varidcids egyenldtlen-
ség problémadja az F1, ..., F, halmazértéki fiiggvények rendszerére a kovetkezo:

M(Flw"yFn;Ola-"an):

I (u1,.-upy) €ECL X - XCp: Vi=1,...,n,
Yv € Cl Vo € Fi(ul,...,ui_l,v,uiH...,un), <x,ui 7U>i Z 0.

A Stampacchia-féle variacids egyenlStlenség problémaéja ugyanazon feltételek mel-
lett a kovetkezo:

S(Fh...,Fn;Cl,...,Cn)I

I (upy..yun) €ECL x - xCpt Vi=1,...,n,
Yo e C; Jx € Fi(ur,...,Ui...,up), (T,v—1u;); >0.

Fontos gyakorlati helyzetek motivaljak a varidciés egyenlotlenségi rendszerek ta-
nulményozasat. Példdaul az folyadékok aramldsa repedezett porézus kozegen ke-
resztiil és a plaszticitds modelljei varidciés problémékhoz vezetnek (14sd [38]).

Az ilyen rendszerek fontossdgat a Nash-egyensulyelmélet is igazolja. [*30]-ban
a szerzok kimutattak, hogy abban az esetben, ha a F; halmazértéki fiiggvények
Clarke szubdifferencial tipusiak, akkor az S8(Fy,..., F,;Cy,...,C,,) problémédnak
van megoldasa megfelel6 feltételek mellett. Az idézett eredménybdl az kovetkezik,
hogy ha az i-edik potencidl tipusu operdator monoton az i-edik valtozéra nézve,
akkor az 8(F1, ..., Fp;C1,...,C,) feladat minden megoldédsa Nash-féle egyenstilyi
pont a potencialrendszer szamara.

A [%28] dolgozatban a szerzék az optimalizdlds elméletében ismert Fermat-
elvet — a Clarke-derivalt felhasznalasaval — kiterjesztették egyensulyfeladatokra.
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Normaélt tereken értelmezett lokdlisan Lipschitz-fiiggvények esetén [*30]-ban értel-
mezték a Clarke-féle irdnymenti derivélt erGs és gyenge valtozatat, valamint az erds
és gyenge staciondrius pont fogalmat. Minden erds staciundrius pont gyenge staci-
ondarius pont is. Ezeket alkalmazva a Nash-féle egyensulypontokra, konvexitasi és
kompaktsagi feltételek nélkiil igazoltak, hogy minden egyensilypont erds staciona-
rius pont. Ha a feladat megfogalmazasdban szereplé X; halmazok kompakt konvex
halmazok, akkor a Nash feladat tdg osztalyara léteznek gyenge stacionarius pon-
tok. Ily médon a Nash-egyensulyontra egy hasznalhaté sziikséges feltételt kapunk.
Ez a feltétel egy halmazértékii operdtorokkal adott S(Fi,..., EFy;Cy,...,Cp) ti-
pusu variaciés egyenlGtlenség-rendszerrel értelmezett. Ha ebben a feladatban az
F; potencial tipust operator monoton az i-edik valtozéra nézve, minden i esetén,
akkor ennek a feladatnak minden megoldasa Nash-egyensulypont a potencidlokkal
értelmezett fiiggvényrendszerre nézve.

A [%39] dolgozatban elégséges feltételeket adnak a Minty és a Stampacchia-
féle variacios egyenl6tlenség-rendszerek megoldasara. Bebizonyitottdk, hogy ha az
egyenl6tlenségek kiilon-kiillon megoldhatok, és az Fi,...,.F, fliggvények alulrol
féligfolytonosak, akkor a rendszernek is van megoldasa, vagyis a faktorizacios elv
érvényes.

Kassay Gabor tudoményos tevékenységét a [¥*92] monografidval korondzta meg.
Ez a konyv az egyenstlyelmélet legijabb eredményeit - koztiik a sajatjainak egy
részét - foglalja Gssze egységes vezérfonal szerint.

Kassay Gabor pélyafutasa alatt tevékenységét rendkiviil tudatosan szervezte
meg. Példaul, mindenkivel kereste a kapcsolatot, akik az 6t érdeklé problémak
kutatasaban fontos eredményeket értek el. Ebben segitették egyéni tulajdonsagai
is: nyitott természetii volt, mindig kereste a tanulds lehetoségét a kapcsolataiban,
a fellépése kellemes benyomast keltett, hamar megértette masok mondanivaldit,
tisztdn tudta kifejezni magat és szeretett masokkal egytitt dolgozni. Ezzel ma-
gyarazhatd, hogy kutatési teriiletén a legjobb szakemberekkel dolgozott egytitt és
dolgozatainak tobbsége tarsszerzokkel késziilt. Példak és ellenpéldak szerkesztésé-
ben, valamint a dolgozat végleges formajanak kidolgozasaban sikerrel palyazhatott
tanszéki Popoviciu-szemindriumon (amelynek az utébbi években & volt a vezetdje)
mindig beszamolt tapasztalatairol.

Baratai és kollegai lelkében nagy tirt hagyott maga utan.
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