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VARGA CSABA TUDOMANYOS TEVEKENYSEGE

KRISTALY SANDOR

A dolgozat Varga Csaba matematikus tudomanyos munkéassagat hivatott
attekinteni, melynek kiindulépontjat a variacidszamitas adja és alkalmazésai
a parcidlis differencidlegyenletek elméletétél egészen a Finsler-geometridig
terjednek. A lefrdsban torekedtem a megfelel6 matematikai hattér bemu-
tatasara, majd ezen beliil elhelyezni Varga Csaba tudomanyos eredményeit.
A leirdsban felhasznilom a Farkas Csaba altal elkészitett publikdcids listat,
amely az e cikket kovet6 71-77. oldalakon taldlhaté. Az emlitett listaban
1évd n-edik dolgozatra a [*n] formdban térténik a hivatkozds.

1. Kezdeti évek

Varga Csaba egyetemi tanulményait 1983-ban fejezte be a kolozsvéari Babes-
Bolyai Tudomanyegyetem matematika szakan. Egyetemi karrierjét 1990-ben kezd-
te, miutdn hét évet tanitott a besztercei 2-es szamu iskoldban kozépiskolai tanér-
ként. Az akkori kommunista iddszak nehézségei — mely idészakra negativan emlé-
kezett vissza minden tekintetben — ranyomtéak bélyegét a tudomanyos kibontakoza-
sara. Elmonddsa szerint, 1990-ben tjra kellett tanulnia a magas fokd matematika
mivelését. Csaba jo érzékkel kozeledett a ,nagy matematikdhoz”, hiszen egykori
kivdlé didkjaival, M. Crainic-al és G. Farkassal (akik késébb vildgklasszis matema-
tikusokkd véltak), megprébélta feltdrni az akkor épp aktudlis kutatdsi téméakat,
melyeket az akkor még szegényesen (és rendszerint késéssel) ellatott konyvtér-
bol préobalt megszerezni. Csaba els6 probéalkozasra az algebrai topoldgia témékba
vetette bele magat, — Ljusternik-Schnirelmann kategériaelmélet, siiriiségi és kon-
denzdcids problémék, — melyekbdl a [«15], [#16], [«19], [¥22], [*23] dolgozatok szii-
lettek. Ezek a dolgozatok meghatdrozdaknak bizonyultak a kévetkezd idészakban,
amikor kapcsolatba 1épett D. Motreanuval, akivel elkezdte mélyebben kutatni a
topologikus és variacids jelenségeket. Ezekbol az eredményekbdl sziiletett meg az
1996-ban megvédett doktori disszertacidja is, melynek cime “Topological Methods
in Optimizations”. A doktori tézisének kozponti témaja a varidcidszdmitds, ezen
beliil pedig a nem-sima kritikus pontok elmélete volt.

A kovetkezd két fejezetben rovid matematikai kalandra hivom az Olvasét, mely-
ben egyrészt betekintést nyeriink a variacidszamitasba és annak alkalmazasaiba,
masrészt elhelyezziik Varga Csaba fontosabb tudoméanyos eredményeit ezekbe az
igen dinamikusan fejlédé kutatdsi témékba.
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2. Variaciészamitas: kritikus pontok elmélete és alkalmazasai

A variaciészamitas a matematikai analizis azon dga, mely szélsGértékfeladatok
megoldasaval foglalkozik. Napjainkban a variacios elvek a matematika és mas ter-
mészettudomanyok szamos teriiletén nélkiilozhetetlenek: ezen elvek alkalmazasai
atfogjdk dgy a nemlinedris analizist, a konvex analizist, a differencidlszamitast, a
jaték-, illetve a fixponttételek elméletét, a globalis analizist, mint a kozgazdasag-
tant és a fizikdt. A varidcidszamitdst, — mint a matematika egyik dganak meg-
jelenését — 1696-t6l, Johann Bernoullinak a matematikus tarsadalom, és f6képp
fivére, Jacob felé felvetett brachisztochron problémdjdtol' szdmitjsdk. A probléma
olyan nagy matematikusok érdeklédését is felkeltette, mint G. L’Hospital, G.W.
Leibniz, I. Newton és természetesen J. Bernoulli, akik szinte egy idében talaltak ra
a megoldasra. Kés6bb J.-L. Lagrange mellett L. Euler és K. Weierstrass is foglal-
kozott ezzel a problémaval. A kovetkezd szazadokban rengeteg tudos foglalkozott
a varidcidészamitassal és ért el jelentés eredményeket e teriileten: ide sorolhatjuk
D. Hilbert, L. Tonelli, J. Hadamard, H. Lebesgue, C. Carathéodory, 1. Ekeland,
J. Borwein, Pélya Gyorgy vagy épp Valyi Gyula nevét.

2.1. Kritikus pontok elmélete

A XX. szazad maésodik felétdl kezd6dden a varidcids elvek egy ujszerti meg-
kozelitése fejlodott ki, melyet kritikus pontok elméletének neveziink és amely egy
modern, nem szokvanyos targyalasi eszkoztarhoz vezetett.

Legyen X egy Banach-tér és £ : X — R egy differencialhaté fliggvény; az
xg € X az FE fiiggvény kritikus pontja, ha a fiiggvény differencidlja eltlinik az g
pontban, azaz

dE(l‘Q) =0.

Ebbe a problémakorbe — tobbek kozott — a matematika igen fontos fejezetei sorol-
hatoak:

— elliptikus parcialis differencidlegyenletek gyenge megoldédsai a hozzajuk tér-
sitott energiafiiggvények kritikus pontjai lesznek;

— geodetikus vonalak Riemann/Finsler-sokasidgokon a természetes energiafunk-
cional kritikus pontjaiként jelentkeznek.

P. Fermat klasszikus tétele értelmében, egy adott funkciondl minimum/maximum
pontjai természetes médon megjelennek mint kritikus pontok.

1Egy gydngyszem kezd8sebesség nélkiil mozog egy dréton a gravitécids erd hatdsara. Adjuk
meg annak a drétnak/gorbének az alakjat, melyen a gydngy a lehetd legrévidebb idd alatt ér el
a drét egyik végpontjabdl a masikbal
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1. dbra. A hegydtkelés tételének geometriai forméja.

Felmeriilt a kérdés olyan kritikus pontok lokalizaldsara, melyek nem szélso-
értékpont jellegiiek. Ilyen &ttoré eredményt igazolt 1974-ben A. Ambrosetti és
P. Rabinowitz [3], mely az un. hegydtkelés tételeként (Moutain Pass Theorem)
vonult be a koztudatba; lasd az 1. dbrat. Ennek egyik kozismert formdja igy
fogalmazhat6 meg:

Legyen X eqy Hilbert-tér, E : X — R egy C?-osztdlyi fligguény, eg, e €
X két kilonbozo elem és p > 0 szdm gy, hogy

— inf)y=p E(u) > max{FE(ep), E(e1)} =: a;
— F teljesiti a (PS).-feltételt a

= inf E(~(t
¢ = Inf max (v(?))

minimaz értékben, ahol
I'={yeC([0,1; X) : 7(0) = e0,7(1) = e1 }.
Ekkor létezik w € X kritikus pontja E-nek dgy, hogy E(u) = ¢ > a.

A (PS). kompatitdsi feltétel R. Palais és S. Smale [30] matematikusoktdl ered,
mely azt koveteli meg, hogy tetsz6leges (ux) C X sorozat esetén, melyre E(ug) — ¢
és dE(uy) — 0, kivalaszthat6 az (ux) egy konvergens részsorozata?.

2H. Breuis és L. Nirenberg [6] igazoltdk, hogy a Palais-Smale-feltétel elengedhetetlen kvetel-
mény a hegyatkelés tételében. Erre egy elegins példa a C™-osztélyd E : R? — R fiiggvény, ahol
E(z,y) = 22 + (1 — x)3y?. Azonnal beldthaté, hogy E teljesiti a hegyatkelés geometriajit, de
csak a (0,0) kritikus pontja van.
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A fenti tételt deformdcids lemmdval vagy az Ekeland varidcids elvvel® lehet
igazolni, 1ld4sd M. Willem [38] és P. Rabinowitz [33], melynek kvantitativ véltoza-
tainak igazoldsaban Varga Csaba kozponti szerepet kapott, akar joval gyengébb
simasagi feltételek mellett is, ldsd §2.1.1.

A hegyatkelés tétele — habar lassan 50 éves — még mindig t6bb tucat matema-
tikai munka kiindulépontja. Alkalmazdsat tekintve, peremfeltétellel elldtott vagy
akdar Schrodinger-tipusi egyenletek megoldasédnak létezésére és ezek lokalizélasara
hasznalhaté. Az egyszeriiség kedvéért, tekintsiik a kovetkezd modell feladatot:

{ Au(_) fu(x)) x €, P)
u(z) =0 x € 0.

ahol Q C R"™ egy korlatos C!-tartomany, A a Laplace-operator, mig az f : R — R
egy (legaldabb) folytonos fiiggvény, mely eleget tesz bizonyos névekedési feltéte-
leknek az origéban és a végtelenben. Ilyen esetben a szokasos eljaras az, hogy
tarsitjuk a (P) feladathoz a természetes E : W, *(Q) — R energiafunkcionalt,

melynek alakja
1 u(x) 1o
_ 5/Q\Vu(as)ﬁdx—/ﬂ/o F(O)dtdz, u e WH(Q),

ahol Wy?(Q) = HA(Q) a szokdsos Szoboljev-tér, ldsd H. Brezis [5]. Az f fiigg-
vény megfelel6 novekedési/simasagi feltételei mellett igazolhaté, hogy E egy C?-
osztalyu fiiggvény és

dE(u) = 0 <= u gyenge megolddsa a (P) feladatnak.

Ennek a jellemzésnek megfeleléen, a (P) megolddsainak vizsgdlatdt visszavezet-
hetjiik az E energiafunkcional kritikus pontjainak keresésére, melynek minimax
tipust kritikus pontjait példaul a hegyétkelés tétele révén biztosithatjuk.

2.1.1. Lokalisan Lipschitz fiiggvények kritikus pontjai

A nyolcvanas évek elején, K.-C. Chang [10] a (P) feladat vizsgdlatédt javasolta
nem folytonos, csak lokélisan esszencidlisan korlatos f : R — R fiiggvények ese-
tére. A kérdés hatterében mérnoki problémék allnak, hiszen bizonyos szakadéasi

3Matematikai érdekességként megemlitjiik, hogy I. Ekeland [14] hires varidcids elve - habar
tébbnyire parcidlis differencidlegyenletek és egyensilypont problémék esetén alkalmaztdk — a
végtelen dimenziés Riemann-sokasagokon vizsgalt Hopf-Rinow-tétel érvényességének eldontésére
lett kidolgozva. Mig véges dimenzids teljes Riemann-sokasdgok esetén barmely két tetszéleges
pont 6sszekothetd legaldbb egy minimalis geodetikus vonallal, addig a végtelen dimenzids esetben
ez a jelenség csak egy Gy-slirli halmazon érvényes. Sajatosan, a sokasidg majdnem barmely két
pontja dsszekdtheté minimdlis geodetikus vonallal, 14sd I. Ekeland [15], ahol a bizony{tds gerincét
épp az altala elnevezett variacids elv képezi.
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pontokat tartalmazo jelenségek leirasara, — mint hidak téréspontjainak vizsgalata,
ldsd P.D. Panagiotopoulos [31], vagy a von Kérman lemezek egyensilyi helyzete,
lasd D. Motreanu és P.D. Panagiotopoulos [28] — egy megfeleld nemsima kritikus
pont elmélet lenne a megfelel6 eszkoz.

Mivel az 4j helyzetben a nemlinedris f tag csak lokalisan esszencialisan kor-
latos, az a nem kivant helyzet &dllhat el6, hogy egy elvart jelenségre semmiféle
vélaszt ne kapjunk, azaz, a (P) feladatnak akdr egy megolddsa se, vagy csak a
trividlis nulla megoldésa adédjon. Eppen ezért, az a kézenfekvé megoldas adddik,
hogy a szakadési részeket kitoltjiik, az f(t) értéket helyettesitve egy [f(t), f(t)]
intervallummal, ahol B

_ 1. . f r — 1. ’
f(t) = lim essinfjs_y<5f(s), f(t) = lim esssupj,_y<5f(s),

ahol essinf4f = sup{a € R : f(x) > a majdnem minden z € A elemre} és
esssup 4 f = —essinf4(—f), A # 0. Igy hét, a (P) feladat helyett egy differencidl
inkliziot kapunk,

{ —Au(z) € OF (u(x)) x €, (DI)

)
u(z) =0 x € 0fd.

t
ahol F(t) = / f(s)ds lokdlisan Lipschitz fiiggvény*, melynek a Clarke-
0

szubgradiense

OF (1) = [f(1). F(W)], t € R.

Természetes médon, a (DI)-hez téarsitott E : W, *(Q) — R energiafunkciénal mér
nem lesz sima, csak lokalisan Lipschitz a VVO1 2 (©2) Szoboljev-téren, mig ennek a
Chang-értelemben vett kritikus pontja, azaz 0 € OFE(u), megolddsa lesz a (DI)
problémanak.

Altaléban, egy adott X Banach téren értelmezett F : X — R lokalisan
Lipschitz fiiggvény Clarke-szubgradiense (14sd F.H. Clarke [11]) egy u € X pont-
ban

OE(u) ={¢£ € X*: E°(u;v) > (&,v), Vv € X},

ahol X* az X dudlis tere, (-,-) a dualitdsi leképzés, mig

E - F
E°(u;v) = limsup (w+tv) (w)

w—v,t—0t t

az I fiiggvény Clarke-értelembe vett irdnymenti derivaltja az u € X pontban és
v € X irdnyban.

1Az F : X — R fiiggvény lokdlisan Lipschitz, ha minden 2 € X pontnak létezik egy olyan U
kornyezete és K > 0 dllandé gy, hogy minden w,v € U esetén |f(u) — f(v)] < Kz|lu — .
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Varga Csaba legfontosabb eredményeinek egy jelentos része a Chang-kérdéskor-
hoz kapcesolédik. A kilencvenes évek végén D. Motreanuval azon dolgoztak, hogy
a hegydtkelés tételét (és bévebben, a minimax elveket) kiterjesszék lokalisan Lips-
chitz fiiggvényekre. A legnagyobb technikai kihivds szamukra — a fliggvény si-
masaganak elvesztése révén — egy megfelel6 deforméciés lemma igazoldsa volt. A
deformdciés lemma azt a természetes jelenséget hivatott lefrni (pl. X = R"™ esetén),
hogy ha egy adott E : X — R fiiggvénynek a E~([c—¢,c+¢]) ={r € X :c—e <
E(x) < ¢+ €} halmazéban nincs kritikus értéke (e > 0), akkor az EF°t¢ nfvéhalmaz
topologikusan ekvivalens az E°¢ halmazzal, ahol E* = {z € X : E(x) < a}.
Ellenkezd esetben, az E°T¢ nivéhalmaz topologikusan felépitheté az E°~¢ hal-
maz és egy adott d-dimenzids topoldgikus fogantyu segitségével, ahol d az adott
xo € E7Y([c — €, ¢+ €]) kritikus pont Morse-indexe, lasd J. Milnor [27].

Varga Csaba és D. Motreanu [*21], [«27] azt az Otletes megoldast talaltédk, hogy
a klasszikus gradiens-vektormez6 helyett egy Un. pszeudo-gradiens-vektormezdt
hasznéltak, melynek révén egy kvantitativ, nem-sima deformdcids lemmat iga-
zoltak reflexiv Banach-tereken értelmezett lokalisan Lipschitz fiiggvényekre. En-
nek segitségével tobb minimax tipusu tételt sikeriilt igazolniuk (hegyatkelés tétele,
linking-tipust tételek, nyeregpont-tipusi tételek és ezek csoport-invaridns formai).
Késébb, ezeket az eredményeket kiterjesztették olyan esetekre, 14sd [#43], amikor a
nemsima Palais-Smale-feltétel helyett egy jéval gyengébb, az in. Cerami-feltételt
hasznaltak.

Kiemelendé az a tény is, hogy a [#21] dolgozatban sikeriilt a hegyatkelés téte-
lének egy null-magassdgi (zero-altitude) formdjat igazolniuk, amely az alkalmaza-
sokndl igen hasznosnak bizonyult, lasd pl. C.O. Alves és J.A. Santos [1], valamint
C.0O. Alves, R.C. Duarte és M.A.S. Souto [2] dolgozatait.

2.1.2. Folytonos és tobbértéki fiiggvények kritikus pontjai

M. Degiovanni és M. Marzocchi [12] a kilencvenes évek elején kidolgoztdk tet-
szOleges X metrikus téren definidlt £ : X — R folytonos fiiggvények kritikus
pont elmelétét. Barmely u € X pont esetén a szerzék bevezetik a derivélt nor-
méjanak &dltaldnositott fogalmat, |dF|(u), amelyet gyenge meredekségnek (weak
slope) neveznek. Kozvetett médon ez a fogalom akkor is definidlt egy u € X
esetén, ha F : X — R U {+oo} félig-folytonos, és E(u) < 4+oo. Ha E valamely
regularitdsi tulajdonsdggal rendelkezik (pl. lokdlisan Lipschitz), a gyenge lejtd-
rél kideriil, hogy a nem-sima analizis més fogalmaihoz kapcsolddik, kiilonosen a
Clarke-szubdifferencidléhoz. A szerzék a hegyatkelés tételének és a Lusternik-
Schnirelmann elméletnek a metrikus tereken folytonos funkciondlokra kiterjesztett
valtozatait igazoltak, — ahol a f6eszkozt az Ekeland- variacids elve képezte, — majd
tobb alkalmazédssal tamasztottak ald az dltaluk bevezetett 1j fogalom hasznosséa-
gat.
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Mivel Varga Csaba a kilencvenes évek végén a lokélisan Lipschitz fiiggvények
kritikus pont elméletén dolgozott, természetes volt szaméra megvizsgalni, hogy mi-
lyen mértékben igazolhatdak és alkalmazhatdak kiilonb6z6 minimax-tipusi ered-
mények kvantitativ deformaciés lemmak révén a Degiovanni-Marzocchi-féle elmé-
letben. Mint kideriilt, a kisérletet siker koronazta, melynek sordn tobb ilyen el-
méleti eredmény is sziiletett; ldsd a [#26] 6sszefoglalé dolgozatot. Egy igazan nem
szokvanyos alkalmazédsa a gyenge lejto targykornek egy olyan eredmény, mely ré-
vén a szerzék igazoljak a [#32] dolgozatban izometria-invaridns geodetikus gorbék
létezését nem-sima geometriai objektumokon (Lipschitz-sokasdgokon).

Mi t6bb, 2000-ben, egy tjszerii dtlet sordn, M. Frigon [16] bevezette a gyenge
lejt6 fogalmat metrikus tereken értelmezett tobbértéki leképzésekre is. Csaba és
tarsszerz6i a [x30], [*33], [*34] dolgozatokban igazolni tudtdk kvantitativ formait
a deformadciés lemmaéanak tobbértékii leképzések esetén, melyek alapul szolgaltak
az 4j kritikus pont elméletnek a kidolgozasdban. A hegyatkelés tételiikknek tobb-
értéki valtozata (14sd [*33]) kozponti helyet kapott a Y. Jabri [20] 4ltal frt atfogd
monografidban.

2.2. Differencidl inkluzidk, varidciés és hemivariaciés egyenl6tlenségek

A (DI) differencidl inkliziénak van egy alternativ megkézelitése, mely a varid-
cids-hemivariacios egyenlétlenségek segitségével fogalmazhaté meg. Ennek egy
lehetséges forméaja a kovetkezo:

/ Vu(z) - Vo(z)de + / FO(u(z); —v(z))dz > 0, Yoe W} 3(Q), (VHE)
Q Q

ahol FY(s;t) az F : R — R lokalisan Lipschitz fiiggvény Clarke-féle irdnymenti
derivéltja az s € R pontban és ¢t € R irdnyban. A Clarke-analizis segitségével
megmutathaté (lasd F.H. Clarke [11]), hogy ha u € W, *(Q) megoldésa a (DI)
feladatnak, akkor egyittal megoldja a (VHE)-t is. Forditva az &ll{t4s rendszerint
nem igaz, hacsak nincs tovabbi regularitdsa az F' lokalisan Lipschitz fiiggvénynek
(pl. konvexitds, vagy Cl-osztaly). A (DI) vagy (V HE) feladatokat tigy vélasztjak
a szerzok, hogy a lehet6 legjobban illeszkedjenek a tanulményozandé problémaéra:
a (DI) tipikusan korldtos halmazon értelmezett, ugréas-jellegli szakaddsos nemli-
nedris tagok esetén alkalmasak, mig a (VHE) forma akkor megfelel6bb, amikor a
feladat nem feltétlentil korldtos halmazon értelmezett és mar eleve egy lokdlisan
Lipschitz fiiggvényt tartalmaz kiinduldsi adatként.

Varga Csaba talan legtobbet miivelt matematikai kutatésai a (DI) és (V HE)-
tipust problémak koré csoportosulnak, melyeket két kiilon kategoériaba osztunk,
attdl fliggben, hogy az adott probléma korlatos vagy nem korlatos halmazon adott.
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2.2.1. Korlatos halmazok

Legyen Q@ C R™ egy korldtos halmaz és tekintsiik a (DI) feladatndl egy vala-
mivel altaldnosabb helyzetét, éspedig;:

{ —Au(z) € OF (z,u(x)), z €, (B/I)
u(x) =0, x € 09,

ahol F : Q x R = R egy Carathéodory-fiiggvény gy, hogy

— F(-,t) mérhet§ minden ¢t € R esetén;
~ F(z,-) lokélisan Lipschitz minden x € ) esetén;
— F(x,0) = 0 minden x € ) esetén.

A (ff] ) feladatban a Clarke-szubgradiens a mésodik véltozé szerint értendd, azaz
OF (z,-). Mi tobb, feltételezziik, hogy

1. [¢] < a1 + asft]®, V(z,t) € Q x R,V( € OF (x,t), valamely aj,as > 0 allan-
dékra,0§s<z—f§han23;

1
2. sup / F(z,v(z))dr < §p2 valamely p > 0 esetén;
o

0]1 3 =p

3. t¢ — p  F(z,¢) > —b1|t|]7 — ba, V(z,t) € Q xR és ¢ € OF(z,t), valamely
w>21<0<2és by,by > 0 allanddkra;

4. lim sup si”/ F(z, svp(x))dr = +00 valamely vy € H}(Q) esetén.
5—00 Q

Ezen feltételek mellett, a szerzok [21] azt igazoltak, hogy a (DI) feladatnak léte-

zik legaldbb egy nem-nulla megoldasa a WO1 2(Q) Szoboljev-téren. A bizonyitas a

lokalisan Lipschitz fliggvényekre vonatkoz6 hegyatkelés tételén alapszik. A f6 ne-

hézség a nem-sima Palais—Smale-feltétel igazoldsaban all, melyben kulcsszerepet

kap a WOI’2 (Q) tér kompakt bedgyazasa az L1(Q2) Lebesgue-térbe, g € (2, %)

A fentihez hasonlé eredményeket igazolt Csaba kiilonb6z6 tarsszerzokkel, ami-
kor a nemlinedris F' tag més viselkedéssel rendelkezik a nulldban és végtelenben,
vagy a feladat més peremfeltételt teljesit (pl. Neumann, Steklov), ldsd a [x36],
[¥40] és [%49] dolgozatokat.

Mi t6bb, 2004-et kévetben, — miutdn megjelent B. Ricceri [35] hdrom kritikus
pont elve, — t6bb multiplicitasi eredményt is sikeriilt igazolnia Csabdnak olyan kon-
textusokban, melyek a (DI) feladat nemlinedris perturbéciiként dllnak el8. Ezek
hétterében a P. Pucci és J. Serrin [32] &ltal igazolt harom kritikus pont tétel 4ll,
melynek B. Ricceri egy stabilitdsi formajat igazolta. Ezekben az eredményekben
érdemes megfigyelni a differencidlinklizidk (vagy akér sima verziéjuk) megoldé-
sainak szdmanak stabilitdsdt kicsi perturbdciok esetén, lasd a [#48], [x53], [*57],
[x60], [x61], [x64], [«65] és [¥76] dolgozatokat.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)



VARGA CSABA TUDOMANYOS TEVEKENYSEGE 59

2.2.2. Nem korlatos halmazok

A nem korldtos halmazokon megfogalmazott elliptikus problémdk (sima vagy
nem-sima) kiilonos odafigyelést igényelnek, tekintettel arra, hogy a klasszikus
Szoboljev-bedgyazasok ebben az esetben nem kompaktak. Eppen ezért, variacios
és/vagy topologikus mdédszereket kombindlnak rendszerint kiilonbsz6 technikak-
kal ennek a nehézségnek a lekiizdésére: kozelités korlatos halmazokkal; silyozott
Szoboljev-terek vagy ezek valamely szimmetrikus résztereinek haszndlata annak
érdekében, hogy kompakt bedgyazasokat kapjunk.

Legyen Q C R™ (n > 2) egy nem kompakt tartomény (sima 0 hatdrral) és
p € (1,n) egy valds szdm, p* := np/(n — p) a Szoboljev-féle kritikus exponens.
Jeloljiik Jy-vel a @(t) := tP~! normalizalé fiiggvényhez rendelt dualitési leképzést.

Varga Csaba egyik kedvenc feladata a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg:
taldljunk olyan u € VVO1 P(Q) fiiggvényt, melyre

(Jg(u),v) + /\/Qb(z)FO(u(z); —v(z))dz >0, Yve W, P(Q), (VHE)

ahol WO1 P(Q) az u : Q — R fiiggvényeket tartalmazé szokdsos Szoboljev-tér (1asd
H. Brezis [5], L. Simon [37]), A > 0 egy paraméter, F' : R — R lokdlisan Lipschitz
fliggvény, melyre teljesiil

(F) F(0) =0 és létezik k > 0, ¢ € (0,p — 1) dgy, hogy

€] < K|s|?, Vs e R,V e IF(s),

mig b : Q — R egy nem-negativ, nem-nulla fiiggvény tigy, hogy b € L1 (2)NL>(Q).
Varga Csaba [x44] igazolta, hogy ha F : WO1 P(Q) — R gy értelmezett, hogy

akkor F lokalisan Lipschitz és szekvencidlisan gyengén folytonos a VVO1 P(Q) téren,
lasd E. Zeidler [39], valamint

FOu;v) < / b(z) FO(u(z); v(x))dz, Yu,v e WyP(Q).
Q

Mi t6bb, tovdbbi feltételek mellett az F' és b fiiggvényekre vonatkozéan, a [x42],
[¥50], [*54], [#55] dolgozatok szerzéi igazoltak, hogy létezik olyan A > 0 paraméter,

—

hogy a (VHE) feladatnak hérom kiilsnbézé megoldasa van a WyP(€) Szoboljev-
térben.

A fenti eredmény igazoldsanak egy része formailag hasonlit a korldtos halma-
zok esetén haszndlt bizonyitdsra (ami a hegyédtkelés geometridjat illeti). A lényeges
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kiilonbség abbdl adédik, hogy a (VHE) egyenlStlenséghez térsitott energiafunk-
ciondl nem teljesiti a Palais—Smale-féle kompaktitési feltétel semmilyen formajat.
Ennek ellensilyozaséara, az egyik kivalo méds/_ze\{/az in. Palais-féle kritikus szim-
metria elv, lasd R. Palais [29]. Mi t6bb, a (VHE) esetén a Palais-elv nem-sima
verzidjara van sziikség, melyet W. Krawcewicz és W. Marzantowicz [24] igazoltak
lokélisan Lipschitz fiiggvényekre. Tovabbi nem-sima formai a kritikus szimmetria
elvnek a [#47], valamint a J. Kobayashi és M. Otani [23] és a M. Squassina [30]
dolgozatokban taldlhatéak, ahol egy lokélisan Lipschitz (vagy C' osztdlyt) fiigg-
vény perturbéacidja taldlhaté egy konvex, alulrdl félig folytonos fliggvény éaltal. A
kritikus szimmetria elve azt mondja ki, hogy ha van egy linedrisan haté G csoport
egy adott X Banach-téren, és az E : X — R funkcional G-invarians, akkor minden
kritikus pontja az E lesziikitésének a

FixgX ={u e X : gu =u,Vg € G}

fix-pontok halmazara egyuttal kritikus pontja lesz az eredeti F funkcionélnak is.

A kritikus szimmetria elv hasznossdga abban rejlik (pl. 2 = R” és a (VHE)
feladat esetén), hogy az eredeti Wy '?(R™) = W1P(R™) Szoboljev-tér helyett (mely
nem agyazhaté be kompakt médon egyetlen LI(R™) térbe sem, ¢ € (2,2n/(n—2)))
a radidlisan szimmetrikus W17 (R")-beli fiiggvények WLP(R") alterét valasztjuk,
ami mar kompakt médon bedgyazhat6 az L1(R™) térbe, q € (2,2n/(n—2)), 1l4sd pl.
P.-L. Lions [25], és amelyre a lesziikitett energiafiiggvény teljesiti a Palais-Smale
kompaktitdsi feltételt. Az utolsé 1épés mar csak az, hogy az igy kapott kritikus
pontja a leszilikitett energiafiiggvénynek egyuttal kritikus pontja lesz az eredeti
energiafiiggvénynek is — ezaltal megoldasa a tanulméanyozandé feladatnak, — mivel

WEP(R™) = Fixo(m) WP (R™),

rad

ahol O(n) az n-ed rendii ortogondlis csoportot jelsli.

Varga Csaba a kritikus szimmetria elvének egyik nagymestere volt, melyet
kiilonbo6zé formaban haszndlt mas és mds problémékra (tartomény- és csoport-
vélasztdstol fiiggben akdr sima, akdr nem-sima esetben). Ehhez f{iz6d6 dolgozatai
[46], [%47], [¥52], [*b6], [%61], [«62] és a [*3]-as konyviejezet.

Csabat érdekelték a kritikus pontok lokalizaciéi is, melyekre sikeresen alkal-
mazta a Schechter-tipusi lemmékat, akdr nem-sima esetben is, 14sd a [¥90]-[x95]
és [%99] dolgozatokat. Hasonlé médon, kdzponti kérdéskort toltott be szdméra kii-
16nboz0 fraktédlok felett értelmezett elliptikus problémék megoldasainak vizsgalata
is, melyben t6bb jelentds eredményt ért el szerzétarsaival, ldsd a [x63], [«71], [«74],
[81], [*82], [*88] és [*98] dolgozatokat.
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3. Finsler-geometria

Altaldban a Finsler-geometriara a Riemann-geometria egy lehetséges altalano-
sitasaként tekintenek. S.-S. Chern, a Finsler-geometria egyik atyja, szinte érthetet-
len médon tgy nyilatkozott, hogy ,,a Finsler-geometria nem maés, mint Riemann-
geometria a kvadratikus megkotés nélkiil”. J6 hir a Finsler-geométerek szdmaéra,
hogy S.-S. Chern ebben a tekintetben alaposan tévedett. Mint kideriilt, valéban
sok fontos jelenség/eredmény természetes mdédon dtviheté a Riemann-geometridrdl
Finsler-geometridra (pl. Hopf-Rinow, Hadamard- Cartan és Bonnet-Myers téte-
lek, valamint Rauch és Bishop-Gromov 6sszehasonlitasi elvek, lasd D. Bao, S.-S.
Chern és Z. Shen [4]), de mint kideriilt, igazdn meglepd és varatlan jelenségek is
megjelennek, amelyek Riemann-geometriai szemszoghél nézve teljesen elképzelhe-
tetlenek.

Ezen meglepd jelenségek érdekelték mar a kezdetek 6ta Varga Csabdt is, igy
geometriai kutatdsai tobbnyire a Finsler-geometria kiilonbozé fejezeteire terjedtek
ki (melyeket a 2000 évek elején kezdett el kutatni), mint:

— Busemann-egyenlotlenségek és geodetikus vonalak 1étezése részsokasagok ko-
z0Ott;

— Szoboljev-terek Finsler-sokasdgok felett és ezek alkalmazasa parcidlis diffe-
rencidlegyenletek elméletében.

A pontos targyalas érdekében, sziikségiink van par alapfogalomra a Finsler-geome-
tridbol.
Legyen M egy n(> 2)-dimenziés dsszefiiggé differencidlhaté sokasdg és TM =

Usent TeM. Az (M, F) pér egy Finsler—sokasdg, ha az F': TM — [0, co) folytonos
fliggvény kielégiti a kdvetkezd feltételeket:

(a) FeC=(TM\{0});
(b) F(z,\y) = AF(z,y) minden A > 0 és (z,y) € TM esetén;

(c) gij(z,y) = [$F?],iys (2, y) pozitiv-definit minden (z,y) € TM \ {0} esetén,
ahol F(z,y) = F z)

y .
(yl Ox?
Az (M, F) reverzibilis, ha a (b) pont helyett érvényes:

(b)) F(xz,\y) = |\ F(z,y) minden A € R és (z,y) € TM esetén.

A g;; az y = 0 estén csak akkor értelmezett, ha (M, F') egy Riemann-sokasdg, ami-
kor természetszertien a g;;(z) = g;;(z, y) fliggetlen az y irdnytdl. A legegyszeriibb
Finsler-strukturakat a Minkowski-terek képezik, amelyek egy véges dimenzios V'
vektortérbdl és egy Minkowski-normdbdl allnak (amely egy Finsler-metrikét in-
dukél V-n, azaz F(z,y) fiiggetlen a x alapponttdl). Mig egyetlen euklideszi tér
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létezik (izometriditdl eltekintve), addig végtelen sok (izometrikusan kiilonboz6)
Minkowski-tér 1étezik.

Az Lyp(o) = [, F(o(t),6(t)) dt mennyiség a o : [0,r] — M darabonkénti C>°-
osztalyu gorbe integrdlhosszdat jelenti. Két tetszOleges x1,x2 € M pont esetén, a
dp : M x M — [0,00) tdvolsdgfiggvényt a

dp(x1,22) = inf  Lp(o) (1)

cEN(z1,x2)

osszefiiggés adja meg, ahol A(xq,z5) az dsszes o : [0,7] — M darabonkénti C'°°-
osztélyd gorbe halmaza tgy, hogy o(0) = 21 és o(r) = z5. Ha (M, F) = (R", F)
Minkowski-tér, akkor dp(z1,z2) = F(x2 — x1).

A Riemann-geometriabdl ismert Levi-Civita-konnexiéval ellentétben (14sd pl.
M.P. do Carmo [13]), a Finsler-geometria nem szolgéltat egy egyedi (torzi6-mentes
és metrika-kompatibilis) konnexiét. Az egyik természetes konnexié a Finsler-
geometridban az in. Chern-konnexid, melyet a 7*T'M nyaldbon értelmeziink,
amely torzié-mentes és majdnem metrika-kompatibilis, lasd D. Bao, S.-S. Chern
és Z. Shen [4, 2.4.1. tétel]. A Chern-konnexié egyiitthatéit jeloljiik a F;k szimbd-
lummal, amelyek a Riemann-geometriabol jol ismert Christoffel-szimbolumoknak
felelnek meg. Egy Finsler-sokasig Berwald-tipusi, ha a természetes koordina-
takban reprezentalt l"fj (z,y) Chern-konnexié egyiitthatéi fiiggetlenek az y irdny-
tél. Azonnal felismerhet6, hogy a Riemann-sokasidgok és Minkowski-terek mind
Berwald-struktirdkat eredményeznek.

A Chern-konnexié természetes médon indukal a 7#*T'M nyaldbon egy R gor-
bileti tenzort, melynek révén definidlhaté a D kovaridns derivdlt. A C*-osztalyt
gorbe o : [0,7] = M egy geodetikus, ha Dz = 0. Kényelmi okokbdl a geodetiku-
sokat ivhosszal ardnyosan paraméterezettnek tekintjiik.

Legyen u, v € T, M két nem-kollinedris vektor és S = span{u,v} C T, M. Az R
gorbiileti tenzor segitségével értelmezhetd az {S,v} objektum tn. flag-gorbiilete,
melyet a

g(R(U, VIV, D) )
g(V.V)g(U.U) — g(U,V)*’

mennyiség ad meg, ahol U = (v;u),V = (v;v) € #*TM. Ha (M, F) Riemann-
sokasag, akkor a flag-gorbiilet megegyezik a szokdsos metszetgorbiilettel.

K(S;v) =

3.1. Metrikus 6sszefiiggések és geodetikusok létezése részsokasagok
kozott

3.1.1. Busemann-egyenl6tlenségek

Az 1940-es évek végén H. Busemann — parhuzamosan a D.D. Alexandrov-féle
elmélettel (14sd M. Bridston és A. Haefliger [7] monogréfidjat), — egy szintetikus,
nem-pozitivan gorbilt geometrianak az axiomatikus kidolgozasat javasolta metri-
kus tereken, amelyek eleve nem rendelkeznek differencidlstruktiraval, viszont hiva-
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(1) 7™

2. dbra. Busemann-egyenlotlenség: az alapoldal hossziisaga legalabb kétszerese a
masik két oldal kdzéppontja kozotti geodetikus tavolsagnak.

tottak magukba hordozni a Riemann/Finsler-sokasdgok kvalitativ tulajdonségait.
Ezek a struktirdk az dgynevezett G-terek, ldsd H. Busemann [8]. A nem-pozitiv
gorbiilet ezen fogalma megkdveteli — melyet ma a Busemann-egyenlitlenség néven
ismeriink, — hogy kis geodetikus haromszogekben egy oldal hosszisaga legalabb
kétszerese legyen a masik két oldal kozéppontja kozotti geodetikus tavolsagnak,
azaz, ha (M,d) lokdlisan geodetikus metrikus tér, és adott v1,72 : [0,1] — M
két tetszOleges (természetesen paraméterezett) lokdlis, geodetikus vonal gy, hogy
~1(0) = 12(0), akkor

d (M (;) . (;)) < 2dn (1), 3 (), 3)
lasd a 2. abrat.

H. Busemann [8] rdmutatott arra, hogy a (3) metrikus dsszefiiggés természetes
médon jellemzi a nem-pozitiv metszetgorbiiletii Riemann-sokasdgokat.? Az igazi
kihfvést, — H. Busemann megfogalmazdsa szerint, — a Finsler-tereken érvényes (3)
metrikus osszefiiggés képezte.b Mint kideriilt, igazdn varatlan jelenségbe iitkoztek,
hiszen a negativ gorbiilet semmiféle garancidt nem jelentett a (3) tulajdonsdg
érvényességére: egy egyszerii, zart és konvex gorbe belsejének Hilbert-metrikdja
az euklideszi sikban — amely dltaldnosan egy (projektiv) Finsler-metrika allandé
flag-gorbiilettel — akkor és csakis akkor elégiti ki a Busemann-féle (3) metrikus
Osszefiiggést, ha az adott gorbe ellipszis, ldsd P. Kelly és E. Straus [22]. Az utébbi
helyzet (azaz, ha a hatdrgorbe ellipszis), a Hilbert-metrika Riemann-metrikdva
valik, tehat egy erds rigiditassal dllunk szembe.

5Eukleidészi esetben a Busemann-egyenlStlenség a jol ismert kis Thalész-tételre redukalédik.

6 Az Alexandrov-értelemben nem-pozitivan gorbiilt Finsler-terek, egy rigiditdsi eredménynek
koszonhetden, sziikségszerien Riemann-sokasagok lesznek, igy ezek a jelenségek nem képeztek
érdekes kérdéseket a Finsler-terek elméletében.
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Természetesnek addodott az a kérdés, hogy megtalalni azon nem-riemanni
Finsler-sokasdgok osztélyat, ahol a (3) metrikus 6sszefiiggés tovabbra is érvényes.

Ez a kérdés Varga Csabdat a 2000-es évek elején foglalkoztatta. A [#39] dolgozat-
ban a szerzok azt mutattdk meg, hogy nem-pozitivan gorbiilt Berwald-sokasagok
teljesitik a (3) metrikus sszefiiggést. Ez volt az els6 olyan eredmény, mely rész-
leges valaszt adott a H. Busemann altal megfogalmazott kérdésre, ugyanis, meg-
taldltdk az els6 nem-riemanni Finsler-sokasdgok osztélyét, ahol a (3) Osszefiiggés
teljesiil. Joval késébb, 2019-ben, egy nagyon Gtletes érvelés mentén, S. Ivanov
és A. Lytchak [19] igazoltdk, hogy a fenti vdlasz a lehetd legjobb, azaz, ha egy
Finsler-sokasdgon érvényes a (3) metrikus osszefiiggés, akkor a Finsler-sokasdg
sziikségszertien Berwald-sokasag kell legyen.

Tekintettel arra, hogy a (3) metrikus 6sszefiiggés iterativ alkalmazdsa bizonyos
konvexitasi tulajdonsdgot eredményez két geodetikus vonal tédvolsdganak mérése
sordn, a [*39] dolgozatban 16v4 eredmény alkalmazhatéva valt kiilonbozd gazda-
sagi/szallitasi feladatok targyaldsdban is, 1ldsd az [*5] monogréafidban.

3.1.2. Geodetikusok részsokasagok kozott

Varga Csaba egy mésik kedvenc kérdéskorét adott Finsler-sokasdg bizonyos
részsokasagai kozott elhelyezked6 geodetikus vonalak létezése és ezek szama ké-
pezte. A problémdt K. Grove [17] Riemann-sokasdgokon igazolt eredményei ins-
pirdltdk. Mivel a probléma &altaldnos helyzetben igen nehéznek bizonyult, ezért
geometriai kozegnek egyeldre egy n-dimenzids teljes (M, g) Riemann-sokasdgot te-
kintiink, valamint az M x M térnek egy N = Ny X Ny részsokasagat. A g Riemann-
metrikdt domindlé F' Finsler-metrika esetében a szerzdk a [«38] dolgozatban meg-
vizsgaljdk a feladathoz tarsitott Finsler-energiafiiggvény tulajdonsigait, melyet a
Riemann-Hilbert-féle AN sokasdgon értelmeznek. Az igy értelmezett energiafiigg-
vény kritikus pontjai épp az Ny és Ny részsokasdgokat osszekotd (és rdjuk bizonyos
Finsler-értelemben meréleges) geodetikus vonalak lesznek. Varhaté médon, a ki-
hivést a Finsler-energiafiiggvény Palais—Smale-feltételének igazolasa képezi a AN
sokasagon.

A [#38] dolgozat mésodik részében az N = N; x N, specislis valasztdsai talél-
hatoak, ahol N; és Ny az M zart részsokasdgai. Ha M-et egy dominans Finsler-
metrikdval ruhazzuk fel, akkor bizonyos topologikus megkotések mellett igazolha-
t6, hogy az N és Ny részsokasagokat végtelen sok Finsler-geodetikus koti Gssze
M-en.

A [x38] dolgozat tovébbi kivdlé eredményeket inspirdlt, mint G. Lu [26] vagy
E. Caponio, M.A. Javaloyes és A. Masiello [9] Finsler-tipust energiafiiggvények
jellemzését stacionarius téridében.

3.2. Szoboljev-terek Finsler-sokasagokon: reverzibilitas fontossaga.

Varga Csaba hitvalldsa szerint, a legszebb matematika akkor tarulkozik a sze-
miink elé, ha tébb matematikai irdny egyidében jelentkezik. Ilyennek tartotta
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a parcidlis differencidlegyenletek elméletét Riemann/Finsler-sokasidgokon, melyet
eloszeretettel kutatott.

Finsler-sokasagokon értelmezett elliptikus problémaék vizsgalata megkoveteli a
sokasdg felett értelmezett Szoboljev-terek alapvetd tulajdonsagainak (mint példdul
reflexivitdsdnak és bedgyazhatésdganak) feltérképezését. Mint tudjuk, a Finsler-
sokasagok nem feltétleniil reverzibilisek, aminek igen varatlan kévetkezményei le-
hetnek.

Legyen (M, F') egy Finsler-sokasdg és tekintsiik a hozzarendelt

(4)

F(x,v)
TR =sSsup Sup —————
reM veT, M\{0} F($7 _U)

reverzibilitdsi dllanddt, 1dsd H.-B. Rademacher [34]. Nyilvdnvals, hogy rp > 1
(s6t rp akar végtelen is lehet), tovabbd az rp = 1 egyenldség akkor és csakis akkor
teljesiil, ha (M, F) reverzibilis.

Tekintsiik az (M, F) Finsler-sokasag felett értelmezett

loc

WY2(M, F,m) := {u e WhA(M) : /M [F*(z, Du(x))]> dm(z) < +oo}

Szoboljev-teret, tovabbd legyen Wol’2 (M, F,m) a C§°(M) térnek a

nunw:(/L[F*maDu@»MQdmcw%/"u?@»dmcw)lﬂ (5)

M

norma altali lezdrdsa, ahol dm(z) = dVp(x) a természetes Haussdorff-mértéket
jeloli. Megjegyezziik, hogy || - | 7 rendszerint egy aszimmetrikus norma. A tovéb-
biakban az F' fliggvénynek az

2(p 2y 1/2

alaki szimmetrizaltjat is hasznélni fogjuk.

Ha az (M, F) Finsler-sokaség egy (M,g) Riemann-sokasdg, a W2(M, F, m)
Szoboljev-tér a Riemann-sokasagok felett értelmezett H gl (M) Szoboljev-térrel esik
egybe, ldsd E. Hebey [18].

A [«84] dolgozatban a szerzék igazoljdk, hogy amennyiben az (M, F)
Finsler-sokaséag reverzibilitdsi dllandéja véges, a felette értelmezett W12(M, F, m)
Szoboljev-tér reflexiv Banach-tér lesz, tovabba a || - ||p, és || - ||F normdk ekviva-
lensek. Sajatosan, fennallnak a kovetkezd egyenlStlenségek:

1 2 —1/2
(5%) "l < o

—1/2

1 72
F < ( +27“F ) ullp, Yu € Wy*(M, F,m). (6)
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Azonnal kovetkezik, hogy a fenti 4llitds barmilyen Riemann-sokasigra, kompakt
Finsler-sokasagra, vagy Minkowski-térre is alkalmazhato.

Ezzel szemben, ugyanabban a [#84] dolgozatban egy olyan nem-kompakt
(M, F) Finsler-sokasagot szerkesztenek, amelynek a reverzibilitdsi dllanddja vég-
telen és a sokasag felett értelmezett Szoboljev-tér még csak vektortér sem lesz.
Az utébbi (ellen)példa a Finsler-Poincaré golyén van szerkesztve és rdmutat a
Riemann- és Finsler-geometridk kozotti mély, lényeges kiillonbségekre. Ez az ered-
mény lezarja egytuttal a nem-kompakt sokasagokon értelmezett Szoboljev-terek
elméletét is.

3.3. Parcialis differencialegyenletek Finsler-sokasagokon

Csaba érdeklédési kore kiterjedt Finsler-sokasdgokon értelmezett funkcional-
egyenl6tlenségekre is, melyek fontos szerepet jatszanak a parcidlis differencial-
egyenletek elméletében.

A [¥100] cikkben egy olyan mddszert dolgoztak ki, melynek segitségével L2-
tipusy, stlyozott Hardy-egyenlétlenségeket lehet igazolni (M, F') Finsler-sokasé-
gokon. Igazoltak, hogy a sulyfliggvény szuperharmonicitdsa egy elégséges feltételt
biztosit Hardy-tipusi egyenlStlenségek igazolasara (ldsd pl. aldbb (7)). A szuper-
harmonicitési feltételt alkalmazva tobb Hardy-egyenlétlenséget, egy Caccioppoli-
egyenl6tlenséget, egy Gagliardo-Nirenberg-egyenlotlenséget és egy Heisenberg—
Pauli-Weyl-féle hatdrozatlansdgi elvet igazoltak az (M, F') Finsler-sokasigon. Fel-
haszndlva a kapott sulyozott Hardy-egyenlétlenségeket, a sulyfiiggvény megfeleld
megvalasztasaval tovabbi Hardy-egyenl6tlenségeket vezettek le véges reverzibili-
tasi allandéval rendelkez6 Finsler-Hadamard sokasidgokon. Egy ilyen eredmény a
kovetkez6: ha (M, F) egy n-dimenziés Finsler-Hadamard-sokasdg, ahol n > 3,
rrp < oo és identikusan nulla S-gorbiilettel, valamint x¢o € M pont tetszblegesen
rogzitett, és jelolje r = dp(xo,-) az xp ponthoz tartozd tavolsagfiiggvényt, akkor
barmely a € (—o0,1) és u € C§°(M) esetén érvényes

(n—=2)*(1-a) / Ta@-n)“é dm(z) < / P E2(0 V) dm(z). ()
M r

2
4re M

Az o = 0 sajétos esetben a (7) egyenlStlenség éles lesz és visszaadja a [#84] dol-
gozatban leirt sajatos Hardy-egyenlGtlenséget. Ugyanebben a dolgozatban, a fenti
egyenl6tlenségeket hatékonyan alkalmaztik bizonyos Poisson-tipust differencial-
egyenletek altal implikalt rigiditasi eredmények igazolasdban.

4. Zarszo

Varga Csaba tudomdst szerezve betegségérdl 2017-ben, idejének javarészét
szakcikkek olvasasaval toltotte. Meggy&zédésem, hogy kevés embernek volt hozza
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foghato lexikalis tudasa és rdlatasa a nemlinearis analizisre, differencidlgeometriara
és differencidlegyenletek elméletére.

Kollégai és tanitvanyai rendszeresen megkeresték titbaigazitast kérve tole, és ha
nem is tudta a konkrét valaszt az adott kérdésre, biztosan javasolt olyan irodalmat,
ahol a problémat a kérdezd szempontjabdl hasznosan targyaltak.

Az utolsé szakmai kivansdgai kozott egy monografia megirdsa szerepelt, és
mintha érezte volna az id6 szoritasat, mar 2017-ben nekikezdett ennek a nagyivi
munkanak a megirdsdhoz. A végs6, nyomtatott formajat e munkanak sajnos nem
lathatta meg, mivel a monografia b6 egy hénappal kés6bb jelent meg tavozasa utan,
lasd [+10], melyet egyben Csaba matematikai munkdssdgénak megkorondzasaként
is tekinthetiink.

Tudomanyos tevékenysége mellett Csaba legnagyobb erénye a tanitvanyainak
kinevelésében rejlik. To6bb tucat didk halas az évtizedeken &ativeld oktatdi tevé-
kenységéért, mellyel tobb kivalé matematikus és matematikatanar szamara sikeriilt
tudomdnyos és erkolesi iranyt mutatnia.

Tavozasat mély megrendiiléssel vettiik tudomésul, hidnya éridsi tirt hagy ben-
niink. Mi, egykori didkjai, tanitvanyai és kollégai, emlékét mélté médon Orizni
fogjuk sziviinkben és elménkben, megprébalva eleget tenni annak a Csaba &ltal
megfogalmazott kivansagnak, hogy munkajat tovabb folytassuk.

Kolozsvar, 2021. december 4. Kristaly Sandor

Hivatkozasok

[1] C.O. ALVES AND J.A. SANTOS: Multivalued elliptic equation with exponential critical growth
in R2, J. Differential Equations, Vol. 261 No. 9, pp. 47584788, (2016).
DOI: 10.1016/j.jde.2016.07.006

[2] C.O. ALvEs, R.C. DUARTE AND M.A.S. SouTo: A Berestycki-Lions type result and appli-
cations, Rev. Mat. Iberoam., Vol. 35 No. 6, pp. 1859-1884 (2019). DOI: 10.4171/rmi/1104

[3] A. AMBROSETTI, P.H. RABINOWITZ: Dual variational methods in critical point theory and
applications, J. Funct. Anal, Vol. 14, pp. 349-381 (1973).
DOI: 10.1016/0022-1236(73)90051-7

[4] D. Bao, S.-S. CHERN AND Z. SHEN: Introduction to Riemann-Finsler Geometry, Graduate
Texts in Mathematics, Springer-Verlag, Vol. 200 (2000). DOI: 10.1007/978-1-4612-1268-3

[5] H. BrEzis: Analyse fonctionnelle. Théorie et applications, Collection Mathématiques App-
liquées pour la Maitrise, Masson, Paris, (1983). ISBN: 2-225-77198-7, ISSN: 0754-4405

[6] H. BREzIS AND L. NIRENBERG: Remarks on finding critical points, Comm. Pure Appl.
Math., Vol. 44 No. 8-9 pp. 939-963 (1991). DOI: 10.1002/cpa.3160440808

[7] M. BRIDSTON AND A. HAEFLIGER: Metric Spaces of Non-positive Curvature, Springer-
Verlag, Berlin, (1999). DOI: 10.1007/978-3-662-12494-9

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)


https://doi.org/10.1016/j.jde.2016.07.006
https://doi.org/10.4171/rmi/1104
https://doi.org/10.1016/0022-1236(73)90051-7
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-1268-3
https://doi.org/10.1002/cpa.3160440808
https://doi.org/10.1007/978-3-662-12494-9

68

(8]

[9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

(16]

(17)

(18]

(19]

20]

(21]

(22]

23]

(24]

KRISTALY SANDOR

H. BUSEMANN: The Geometry of Geodesics, Academic Press, (1955).

E. CaponIO, M.A. JAVALOYES AND A. MASIELLO: On the energy functional on Finsler
manifolds and applications to stationary spacetimes, Math. Ann., Vol. 351 No. 2, pp. 365-
392 (2011). DOI: 10.1007/s00208-010-0602-7

K.-C. CHANG: Variational methods for nondifferentiable functionals and their applications
to partial differential equations, J. Math. Anal. Appl., Vol. 80 No. 1 pp. 102-129 (1981).
DOI: 10.1016,/0022-247X(81)90095-0

F.H. CLARKE: Optimization and Nonsmooth Analysis, Wiley, (1983).

M. DEGIOVANNI AND M. MARZOCCHI: A critical point theory for nonsmooth functionals,
Ann. Mat. Pura Appl., Vol. 167, pp. 73-100 (1994). DOI: 10.1007/BF01760329

M.P. po CARMO: Riemannian geometry, Mathematics: Theory & Applications, Birkhduser
Boston, Inc., Boston, MA, (1992). DOI: 10.1007/978-1-4757-2201-7

I. EKELAND: On the variational principle, J. Math. Anal. Appl., Vol. 47, pp. 324-353
(1974). DOL: 10.1016,/0022-247X(74)90025-0

I. EKELAND: The Hopf-Rinow theorem in infinite dimension, J. Differential Geometry,
Vol. 13 No. 2, pp. 287-301 (1978). DOI: 10.4310/jdg/1214434494

M. FRIGON: On a critical point theory for multivalued functionals and application to partial
differential inclusions, Nonlinear Anal., Vol. 31 No. 5-6, pp. 735-753 (1998).
DOI: 10.1016/S0362-546X(97)00436-7

K. GROVE: Condition (C) for the energy integral on certain path space and application to
the theory of geodesics J. Diff, Geometry, Vol. 8, pp. 207-223 (1973).
DOI: 10.4310/jdg/1214431639

E. HEBEY: Nonlinear analysis on manifolds: Sobolev spaces and inequalities, volume 5 of
Courant Lecture Notes in Mathematics, New York University, Courant Institute of Mathe-
matical Sciences, New York; American Mathematical Society, Providence, RI, (1999).
DOI: 10.1090/cln/005

S. IvaANOvV AND A. LYTCHAK: Rigidity of Busemann conver Finsler metrics, Comment.
Math. Helv., Vol. 94 No. 4, pp. 855-868 (2019). DOI: 10.4171/CMH/476

Y. JABRI: The mountain pass theorem. Variants, generalizations and some applications,
Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Cambridge University Press, Camb-
ridge, Vol. 95 (2003). DOI: 10.1017/CB09780511546655

J. JosT: Nonpositivity Curvature: Geometric and Analytic Aspects, Birkhduser Verlag,
Basel, (1997). DOI: 10.1007/978-3-0348-8918-6

P. KeELLy AND E. STRAUS: Curvature in Hilbert geometry, Pacific J. Math., Vol. 8, pp 119—
125 (1958). DOI: 10.2140/pjm.1958.8.119

J. KOBAYASHI AND M. OTANE: The principle of symmetric criticality for non-differentiable
mappings, J. Funct. Anal., Vol. 214, pp. 428-449 (2004). DOI: 10.1016/j.jfa.2004.04.006

W. KRAWCEWICZ AND W. MARZANTOWICZ: Some remarks on the Lusternik-Schnirelman
method for non-differentiable functionals invariant with respect to a finite group action,
Rocky Mount. J. Math., Vol. 20, pp. 1041-1049 (1990). DOI: 10.1216/rmjm/1181073061

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)


https://doi.org/10.1007/s00208-010-0602-7
https://doi.org/10.1016/0022-247X(81)90095-0
https://doi.org/10.1007/BF01760329
https://doi.org/10.1007/978-1-4757-2201-7
https://doi.org/10.1016/0022-247X(74)90025-0
https://doi.org/10.4310/jdg/1214434494
https://doi.org/10.1016/S0362-546X(97)00436-7
https://doi.org/10.4310/jdg/1214431639
https://doi.org/10.1090/cln/005
https://doi.org/10.4171/CMH/476
https://doi.org/10.1017/CBO9780511546655
https://doi.org/10.1007/978-3-0348-8918-6
https://doi.org/10.2140/pjm.1958.8.119
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2004.04.006
https://doi.org/10.1216/rmjm/1181073061

[25]

[26]

27]

(28]

29]

(30]

(31]

(32]

(33]

(34]

(35]

(36]

(37]

(38]

39]

VARGA CSABA TUDOMANYOS TEVEKENYSEGE 69

P.-L. LioNs: Symétrie et compacité dans les espaces Sobolev, J. Funct. Anal., Vol. 49,
pp. 315-334 (1982). DOI: 10.1016/0022-1236(82)90072-6

G. Lu: Splitting lemmas for the Finsler energy functional on the space of H'-curves, Proc.
Lond. Math. Soc., Vol. 113 No. 1, pp. 24-76 (2016). DOI: 10.1112/plms/pdw022

J. MILNOR: Morse theory, Based on lecture notes by M. Spivak and R. Wells. Annals of
Mathematics Studies, No. 51, Princeton University Press, Princeton, N.J. (1963).

D. MOTREANU AND P.D. PANAGIOTOPOULOS: Minimax theorems and qualitative properties
of the solutions of hemivariational inequalities, Nonconvex Optimization and its Applica-
tions, Vol. 29. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht (1999).

DOI: 10.1007/978-1-4615-4064-9

R.S. PALAIS: The principle of symmetric criticality, Comm. Math. Phys., Vol. 69, pp. 19—
30 (1979). DOI: 10.1007/BF01941322

R.S. PALAIS AND S. SMALE: A generalized Morse theory, Bull. Amer. Math. Soc., Vol. 70,
pp. 165-172 (1964). DOI: 10.1090/S0002-9904-1964-11062-4

P.D. PANAGIOTOPOULOS: Hemivariational inequalities, Applications in mechanics and en-
gineering, Springer-Verlag, Berlin, (1993). DOI: 10.1007/978-3-642-51677-1_4

P. Pucct AND J. SERRIN, A mountain pass theorem, J. Differential Equations Vol. 60 No. 1,
pp. 142-149 (1985). DOI: 10.1016,/0022-0396(85)90125-1

P.H. RABINOWITZ: Minimazx methods in critical point theory with applications to differen-
tial equations, CBMS Regional Conference Series in Mathematics, Vol. 65. Published for
the Conference Board of the Mathematical Sciences, Washington, DC; by the American
Mathematical Society, Providence, RI, (1986). DOI: 10.1090/cbms/065

H.-B. RADEMACHER: A sphere theorem for mon-reversible Finsler metrics, Math. Ann.,
Vol. 328 No. 3, pp. 373-387 (2004). DOI: 10.1007/s00208-003-0485-y

B. RICCERI: A general variational principle and some of its applications, Fixed point
theory with applications in nonlinear analysis, J. Comput. Appl. Math., Vol. 113 No. 1-2,
pp. 401-410 (2000). DOI: 10.1016/S0377-0427(99)00269-1

M. SQUASSINA: On Palais’ principle for non-smooth functionals, Nonlinear Anal., Vol. 74
No. 11, pp. 3786-3804 (2011). DOI: 10.1016/j.na.2011.03.026

L. SiMON: Parcidlis Differencidlegyenletek, I-11. Egyetemi jegyzet (1969, 1970).

M. WILLEM: Minimaz theorems, Progress in Nonlinear Differential Equations and their
Applications, Vol. 24, Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, (1996).

DOI: 10.1007/978-1-4612-4146-1

E. ZEIDLER: Nonlinear functional analysis and its applications, I11. Variational methods
and optimization, Springer-Verlag, New York, (1985).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)


https://doi.org/10.1016/0022-1236(82)90072-6
https://doi.org/10.1112/plms/pdw022
https://doi.org/10.1007/978-1-4615-4064-9
https://doi.org/10.1007/BF01941322
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1964-11062-4
https://doi.org/10.1007/978-3-642-51677-1_4
https://doi.org/10.1016/0022-0396(85)90125-1
https://doi.org/10.1090/cbms/065
https://doi.org/10.1007/s00208-003-0485-y
https://doi.org/10.1016/S0377-0427(99)00269-1
https://doi.org/10.1016/j.na.2011.03.026
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-4146-1

70

KRISTALY SANDOR

Kristdly Séndor (tudomdnyos koézleményekben:
Kristaly Alexandru) 1997-ben végzett a kolozsvéri
Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem  Matematika
szakan.  Ugyanott 2003-ban megvédte az elsd
doktori tézisét matematikai analizisben, 2005-ben
a Debreceni Egyetemen differencidlgeometriaban,
majd 2010-ben a Kozép-Eurépai Egyetemen
gazdasdgi optimizacidban. Kristdly Sandor
két f6 kutatdsi irdnya a varidciészadmitds és
geometriai analizis, valamint ezek alkalmaza-
sa elliptikus parcidlis differencidlegyenletek-
ben, gazdasigi egyensilypontok vizsgalataban,
Riemann—Finsler-geometridban és Heisenberg-
csoportok elméletében. Szamos nemzetkozi konfe-

rencian volt meghivott plendris el6add, tovabba vendégkutatdként olyan rangos in-
tézetekben is tevékenykedhetett, mint a CityU of Hong Kong, Institut des Hautes
Etudes Scientifiques, University of Kyoto, Istituto Nazionale di Alta Matematica
vagy Universitit Bern. Kétszer elnyerte az MTA Bolyai Jénos Kutatési Osztondi-
jat (2009-2012, 2013-2016), melynek sordn 2013-ban kiérdemelte az MTA Bolyai
Plakettjét is. MTA doktori tézisét 2019-ben védte meg. A Roman Akadémia 2014-
ben a kutatdsi eredményeiért a Spiru Haret-dijjal tiintette ki, majd 2020-ban el-
nyerte az Ad Astra dijat is. A MathSciNet-en munkaira 1069 hivatkozas taldlhaté

638 szerzotol.

KRISTALY SANDOR

Babeg-Bolyai Tudoményegyetem,

Kolozsvéar & Obudai Egyetem, Budapest

Elektronikus levelezési cimek:
alex.kristaly@econ.ubbcluj.ro,
kristaly.alexandru@uni-obuda.hu

THE SCIENTIFIC ACTIVITY OF CSABA VARGA

ALEXANDRU KRISTALY

The paper intends to review the mathematical work of Csaba Varga (1959-2021), presenting
his contributions within the theory of calculation of variations together with applications
in partial differential equations and Finsler geometry. We first present the appropriate
mathematical backgrounds and within them, we place Csaba Varga’s scientific results.

Keywords: calculus of variations; Riemann-Finsler geometry; partial differential equations.
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