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KORRELÁLT EGYENSÚLY A FUZZY JÁTÉKOKBAN

MAKÓ ZOLTÁN, SALAMON JÚLIA

A cikkben a kétszemélyes, véges, nem-kooperat́ıv, fuzzy játékok Nash- és
korrelált egyensúlyai közötti összefüggést tárgyaljuk. Igazoljuk, hogy hason-
lóan a klasszikus játékokhoz, a Nash-egyensúly egy olyan korrelált egyensúly,
amely független peremeloszlásokat eredményez.

1. Bevezetés

A hagyományos játékelmélet feltételezi, hogy a játék kifizetései minden játékos
számára pontosan ismertek és a játékosok a várható hasznukat akarják maxima-
lizálni. Valós játékhelyzetekben, a rendelkezésre álló információk pontatlansága
miatt a játékosok többnyire nem képesek pontosan értékelni a kifizetéseket. A
pontatlanság és a bizonytalanság különböző t́ıpusú lehet (például: sztochasztikus,
fuzzy és fuzzy sztochasztikus). A fuzzy szó jelentése: homályos, elmosódott, lágy
körvonalú, életlen vonalú. Ha valamely stratégiához tartozó kifizetés például ı́gy
van megadva

”
a kifizetés közel van az a értékhez”, akkor ez a pontatlanság fuzzy

t́ıpusú. Ezt a kijelentést kvantitat́ıvan fuzzy számmal lehet léırni.
A fuzzy számokkal megadott játékokat fuzzy játékoknak (angolul: fuzzy ga-

mes) nevezzük. A fuzzy halmazokat először Butnariu használta a nem-kooperat́ıv
játékelméletben [5]. Nishizaki és Sakawa tanulmányozták a fuzzy kifizetésekkel
és fuzzy célokkal egyaránt rendelkező játékokat. Eredményeiket általánośıtották a
többcélú játékokra is [19]. Bector és Chandra olyan modellt javasoltak a kétszemé-
lyes, nem-kooperat́ıv, fuzzy játékok tanulmányozására, amelyben a bizonytalanság
kezelése a lineáris programozási feladatok dualitásán alapul [4]. Larbani a fuzzy
paraméterekkel rendelkező játékok egy olyan új osztályát vezette be, amely úgy a
játékelméleti, mint a bizonytalanság melletti döntéshozatal mechanizmusát is be-
éṕıti a modellbe [13]. Maeda a lehetőségi fok (angolul: possibility degree) seǵıtsé-
gével értelmezte a Nash-egyensúly fogalmát [14]. Cunlin és Zhang általánośıtották
Maeda modelljét az aszimmetrikus háromszög alakú fuzzy számokra [6].

Az elméleti közgazdasági modellek egyik érdekes feladata a Nash-egyensúly [17]
egyértelműségét biztośıtó feltételek megállaṕıtása. De mi történik, ha a modellnek
több Nash-egyensúlya van? Ebben az esetben az optimális választás csak a játéko-
sok közötti kommunikációval vagy külső jel seǵıtségével történhet. A külső jeleket
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használó döntéshozatali eljárások többek közt az úgynevezett korrelált egyensúly
fogalmához vezetnek.

A korrelált egyensúly fogalmát Robert Aumann vezette be [2, 3]. Informális
defińıciója a következő. Minden játékos egy jelet generáló, köztudott folyamat meg-
figyelése alapján választ egy cselekvést. Ha egyetlen játékosnak sem érdeke eltérni a
kiválasztott cselekvéstől, feltéve, hogy a többiek sem térnek el, akkor ezt a stratégiát
léıró együttes valósźınűségi eloszlást korrelált egyensúlynak nevezzük. A jelt gene-
ráló folyamat tulajdonképpen összehangolja (korrelálja) a cselekvéseket, de nem
kötelezi a játékosokat az összehangolt cselekvésre, ı́gy nem kell elhagyni a nem-
kooperat́ıv játékok körét. A korrelált egyensúlyok halmaza egy konvex politóp, és
lineáris programozási módszerekkel meghatározható, lásd pl. [7, 8, 9, 11].

Tudjuk azt, hogy a klasszikus játékokban a Nash-egyensúly egy olyan korrelált
egyensúly, amely független peremeloszlásokat eredményez [7, 8, 9]. A kérdés az,
hogy ez az alaptulajdonság más struktúrákban is megmarad-e. Igazoljuk, hogy
ez a tulajdonság érvényes marad abban az esetben is, amikor a kifizetések fuzzy
számokkal vannak jellemezve és a játékosok preferenciái nem teljes előrendezések.

A cikk első része a megértéshez szükséges alapfogalmakat tartalmazza. A máso-
dik részben megadjuk a korrelált és a Nash-egyensúly értelmezését a fuzzy játékok
esetére, illetve a közöttük levő összefüggést. Példák seǵıtségével szemléltetjük az
egyensúlyok közti kapcsolatot.

A cikkben bemutatott általános keret lehetővé teszi az alkalmazott t-normák és
a nem teljes előrendezések megfelelő megválasztásával egyedi modellek késźıtését
és tanulmányozását.

2. Fuzzy számok előrendezése

Egy fuzzy halmazhoz való hozzátartozás fokát a tagsági függvény seǵıtségével
tudjuk léırni. Legyen X ̸= ∅ egy alaphalmaz. Az X egy A fuzzy részhalmazát a
µA : X −→ [0, 1] tagsági függvénnyel jellemezzük. Bármely x ∈ X esetén a µA (x)
azt fejezi ki, hogy x milyen mértékben tartozik hozzá az A-hoz. Tulajdonképpen a
µA tagsági függvény egy halmazhoz való hozzátartozást megadó χA : X −→ {0, 1}
karakterisztikus függvény általánośıtása.

Legyen p ∈ (1,+∞) és g : [0, 1] → [0, 1] egy folytonos, szigorúan csökkenő
függvény, amelyre g (1) = 0 és g (0) = 1. A g[−1] : [0,+∞) → [0, 1] pszeudo-inverze
a g-nek, ahol g[−1] (t) = g−1 (t) , ha 0 ≤ t ≤ 1, illetve g[−1] (t) = 0, ha t > 1.

2.1. Defińıció. ([12]) A kvázi-háromszögű fuzzy szám egy olyan ã = ⟨a, d⟩-vel
jelölt fuzzy halmaz, amelynek tagsági függvénye µã (t) = g[−1] (|a− t| /d) bármely
t ∈ R esetén, ahol a ∈ R az ã középpontja, d > 0 pedig a kiterjedése. d = 0 esetén
µã (a) = 1 és µã (t) = 0, ha t ̸= a. A továbbiakban Ng,p = {⟨a, d⟩ | a ∈ R, d ≥ 0}
jelöli a kvázi-háromszögű fuzzy számok halmazát.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)
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Például, ha a generáló függvény g (t) = 1− t2, a kifizetés ã = ⟨3; 0,2⟩, akkor az
ã középpontja a = 3, kiterjedése d = 0, 2 és tagsági függvénye

µã (t) =

{ √
1− |3− t| /0, 2, ha t ∈ [2,8; 3,2] ,

0, ha t ∈ (−∞; 2,8) ∪ (3,2;+∞).

Az
”
a közel van a 3-hoz” kijelentés egy lehetséges kvantitat́ıv interpretációja az

ã = ⟨3; 2⟩ kvázi-háromszögű fuzzy szám.
A t-normákon alapuló kiterjesztési elv alapján [10] a fuzzy számok összeadási

operátorának tagsági függvényét, a g által generált t-norma seǵıtségével az alábbi
módon definiáljuk:

µã+b̃ (t) = sup
t=x+y

g[−1]
((

gp (µã (x)) + gp
(
µb̃ (y)

)) 1
p

)
, bármely t ∈ R esetén. (1)

Felhasználva azt a tényt, hogy két fuzzy halmaz egyenlő, ha tagsági függvényeik
is egyenlők, a (1) képlettel megadott összeadási műveletre igazolható az alábbi
tulajdonság.

2.2. Álĺıtás. ([12]) Bármely ã = ⟨a, d1⟩ , b̃ = ⟨b, d2⟩ ∈ Ng,p esetén

ã+ b̃ =
〈
a+ b, (dq1 + dq2)

1/q
〉
∈ Ng,p, ahol

1

p
+

1

q
= 1.

Az összeg képlete alapján 2 · ⟨a, d⟩ = ⟨a, d⟩ + ⟨a, d⟩ =
〈
2a, 21/qd

〉
. Ezért a

skalárral való szorzás művelete: λ · ⟨a, d⟩ =
〈
λa, λ

1
q d

〉
, bármely ⟨a, d⟩ ∈ Ng,p és

λ ≥ 0 esetén.
A [15]-ös cikk igazolja, hogy az (Ng,p,+) struktúra olyan félcsoport, amely

vektortérré bőv́ıthető, ahol a zérus elem 0̃ = ⟨0, 0⟩ és teljesülnek a (λ1 + λ2) ã =

λ1 · ã+ λ2 · ã, λ1

(
ã+ b̃

)
= λ1 · ã+ λ1 · b̃, λ1λ2ã = λ1 (λ2ã) , 1ã = ã összefüggések,

bármely λ1, λ2 ≥ 0, ã, b̃ ∈ Ng,p esetén.
A preferencia reláció megválasztásának problémája kulcsfontosságú a fuzzy ki-

fizetésekkel rendelkező kétszemélyes játékokban. Ebben a dolgozatban az (Ng,p,+)
félcsoporttal kompatibilis, nem teljes preferencia rendezést használunk. Az alap-
feltételeket formálisan a következőképpen fogalmazzuk meg.

Legyen 4 egy bináris reláció az Ng,p halmazon. Két ã és b̃ kvázi-háromszögű

fuzzy szám 4-összehasonĺıtható, ha vagy ã 4 b̃ vagy b̃ 4 ã teljesül. Ellenkező
esetben ã és b̃ 4-összehasonĺıthatatlanok. A 4 reláció teljes az Ng,p halmazon,

ha bármely két ã, b̃ ∈ Ng,p kvázi-háromszögű fuzzy szám 4-összehasonĺıtható.
Ellenkező esetben azt mondjuk, hogy a 4 reláció nem teljes.

2.3. Defińıció. A 4 reláció az Ng,p összeadási és skalárral való szorzási mű-

veleteivel kompatibilis, nem teljes előrendezés, ha bármely ã, b̃, c̃ ∈ Ng,p esetén
teljesülnek az alábbi feltételek:
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C1) a 4 reláció reflex́ıv és tranzit́ıv;
C2) bármely λ ∈]0, 1[ esetén az ã 4 b̃ akkor és csakis akkor teljesül, ha

λã+ (1− λ) c̃ 4 λb̃+ (1− λ) c̃.

A defińıcióban C1 az előrendezés, C2 pedig a kompatibilitás feltételét adja meg.
Az Ng,p, az összeadási és skalárral való szorzási műveletekkel, valamint a

2.3. Defińıció feltételeit teljeśıtő 4 relációval megadja azt a fuzzy környezetet,
amelyben a kétszemélyes nem-kooperat́ıv játékokat vizsgáljuk. Ezt a struktúrát a
továbbiakban (Ng,p,+, ·,4)-vel jelöljük.

3. Korrelált egyensúly a fuzzy játékokban

Egy Γ̃ = (I, J, SI , SJ , Ã, B̃,4I ,4J) kétszemélyes, véges, nem-kooperat́ıv, fuzzy
játéknál a játékosok tiszta stratégiáit az I = {1, 2, ...,m} és a J = {1, 2, ..., n}
indexhalmazokkal jelöljük. Az első játékos jellemzésére az (Ng1,p1

,+, ·,4I) struk-
túrát, a másodikéra pedig a (Ng2,p2

,+, ·,4J) struktúrát használjuk. Ha az el-
ső játékos az i, a második játékos a j stratégiát választja, akkor az első játé-
kos kifizetését az ãij =

〈
aij , d

a
ij

〉
∈ Ng1,p1 , a második játékos kifizetését pedig

b̃ij =
〈
bij , d

b
ij

〉
∈ Ng2,p2

fuzzy számok adják meg minden (i, j) ∈ I × J esetén. A

továbbiakban Ã = (ãij)m×n és B̃ =
(
b̃ij

)
m×n

jelöli a játékosok fuzzy kifizetési

mátrixait. Ebben az esetben a kevert stratégiák halmazai:

SI =

{
(x1, x2, ..., xm) ∈ Rm|xi ≥ 0, i ∈ I,

m∑
i=1

xi = 1

}
;

SJ =

(y1, y2, ..., yn) ∈ Rn|yj ≥ 0, j ∈ J,

n∑
j=1

yj = 1

 .

Ha feltételezzük, hogy a játékosok a preferencia döntéseiknél nem teljes előren-
dezést használnak, akkor Aumann tétele [1] és az összeg képlete alapján a játékosok
célfüggvényei

ẼI(x, y) =

m∑
i=1

n∑
j=1

xiãijyj , ẼJ(x, y) =

m∑
i=1

n∑
j=1

xib̃ijyj , (2)

kvázi-háromszögű fuzzy számot adó ẼI(x, y) ∈ Ng1,p1
és ẼJ(x, y) ∈ Ng2,p2

mennyi-
ségek lesznek, ahol (x, y) ∈ SI × SJ .

3.1. Defińıció. Egy (x∗, y∗) ∈ SI×SJ a Γ̃ játék Nash-egyensúlya, ha xT Ãy∗ 4I

x∗T Ãy∗ és x∗T B̃y 4J x∗T B̃y∗ bármely (x, y) ∈ SI × SJ esetén.
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Hasonló módon érvelve, mint a klasszikus játékoknál, figyelembe véve a 4I és
4J nem teljes előrendezések tulajdonságait, a fuzzy játékokra a korrelált egyen-
súlyt a következőképpen értelmezzük.

3.2. Defińıció. ([16]) A P együttes valósźınűségi eloszlás korrelált egyensúlya
a Γ̃ játéknak, ha

n∑
j=1

pij ãkj 4I

n∑
j=1

pij ãij bármely i ∈ I és k ∈ I\ {i} ;

m∑
i=1

pij b̃il 4J

m∑
i=1

pij b̃ij bármely j ∈ J és l ∈ J\ {j} .

3.3. Megjegyzés. Úgy a Nash-, mint a korrelált egyensúly értelmezésében azt
feltételezzük, hogy a reláció két oldalán levő kvázi-háromszögű fuzzy számok össze-
hasonĺıthatóak. Ezeket a t́ıpusú értelmezéseket a szakirodalomban

”
erős” jelzővel

illetik. A
”
gyenge” jelzőt használnánk, ha az értelmezések ı́gy lennének megfogal-

mazva:
”
a relációk bal és jobb oldalán szereplő két kvázi-háromszögű fuzzy szám

nem összehasonĺıtható, vagy ha összehasonĺıtható, akkor teljesülnek a megadott
relációk”.

A következő tétel szemlélteti a fuzzy játékokban a Nash- és a korrelált egyen-
súlyok közötti kapcsolatot. A tétel bizonýıtása a [16] cikkben található.

3.4. Tétel. (Makó-Salamon, 2020) Tekintsük a Γ̃ kétszemélyes, nem-koopera-
t́ıv, fuzzy játékot.

i) Ha (x∗, y∗) ∈ SI × SJ egy Nash-egyensúlya a Γ̃ játéknak, akkor a P =
(pij)m×n együttes valósźınűségi eloszlás, ahol pij = x∗

i y
∗
j (i ∈ I, j ∈ J) korrelált

egyensúlya a Γ̃ játéknak.
ii) Ha P = (pij)m×n együttes valósźınűségi eloszlás a Γ̃ játék korrelált egyen-

súlya, és az (x, y) ∈ SI × SJ peremeloszlásokra teljesül a pij = xiyj összefüggés

bármely i ∈ I, j ∈ J esetén, akkor (x, y) Nash-egyensúlya a Γ̃ játéknak.

A klasszikus játékok geometriáját Nau, Canovas és Hansen [18] tanulmányoz-
ta. Ezen játékok esetén jelöljük Π-vel az összes P együttes valósźınűségi eloszlás
halmazát. Geometriailag Π egy mn− 1 dimenziós szimplexet határoz meg. Jelöl-
jük D-vel az egyenlőtlenségi feltételek által meghatározott korrelált egyensúlyok
halmazát. Geometriailag ez egy konvex politóp.

Legyen E az összes független, együttes valósźınűségi eloszlások halmaza. Ha
a Nash-egyensúlyokat együttes eloszlásoknak tekintjük, akkor a Nash-egyensúlyok
halmaza D ∩ E, amely Nash tétele alapján nem üres. A klasszikus, kétszemélyes,
véges, nem-kooperat́ıv játékok esetén a Nash-egyensúlyok, mint együttes eloszlások
a korrelált egyensúlyok halmazának a határán helyezkednek el [18].
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1. ábra. A Nash- és korrelált egyensúlyok közötti kapcsolat Maeda modelljében.

3.5. Megjegyzés. A 3.4. Tétel álĺıtása nem triviális, függ a preferencia rende-
zés tulajdonságaitól. Maeda a [14] cikkében a preferencia rendezést a lehetőségi

mérték (angolul: possibility degree) seǵıtségével értelmezte. Így az ő modelljében
nem teljesül a 2.3. Defińıció tranzitivitási feltétele, valamint a C2 feltétel direkt
iránya. Igazolható, hogy ekkor létezik olyan fuzzy játék, amelyben a 3.4. Tétel
i) tulajdonsága nem teljesül. Az ilyen játékoknál, a Maeda modelljében a korre-
lált egyensúlyok politópja és a Nash-egyensúlyok között a 1. ábrán szemléltetett
kapcsolat mutatható ki. Fekete sźın jelöli a Nash-féle egyensúlypontokat, szürke
sźın a korrelált egyensúlyok politópját (D), hálórács a játékosok között független
eloszlások nyeregfelületét (E). Megfigyelhető, hogy D ∩ E szigorú részhalmaza a
Nash-egyensúlypontok halmazának. Tehát vannak olyan Nash-egyensúlyok, ame-
lyek nem korreláltak.

Sajátos esetként tekintsük azt a Γ̃ játékot, amelyben a nem teljes előrendezés
az alábbi összefüggésekkel van megadva:

ã1 4I ã2 ⇔ a1 − (d1)
q1 ≤ a2 − (d2)

q1 és a1 + (d1)
q1 ≤ a2 + (d2)

q1

bármely ã1 = ⟨a1, d1⟩ ∈ Ng1,p1 , ã2 = ⟨a2, d2⟩ ∈ Ng1,p1 esetén. Hasonlóan értel-
mezzük a 4J nem teljes előrendezést az Ng2,p2 -ben is.

Mivel 4I és 4J olyan nem teljes előrendezések, amelyek teljeśıtik a
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2.3. Defińıció feltételeit, ezért a 3.4. Tételben megfogalmazottak itt is érvényesek
maradnak.

Ha Γbal =
(
I, J, SI , SJ , A

bal, Bjobb
)
és Γjobb =

(
I, J, SI , SJ , A

jobb, Bjobb
)
jelöli

azokat a kétszemélyes, klasszikus játékokat, amelyek kifizetési mátrixai Abal =(
abalij

)
m×n

, Bbal = (bbalij )m×n, illetveA
jobb = (ajobbij )m×n, B

jobb =
(
bjobbij

)
m×n

, ahol

abalij = aij−
(
daij

)q1
, ajobbij = aij+

(
daij

)q1
, bbalij = bij−

(
dbij

)q2
és bjobbij = bij+

(
dbij

)q2
,

akkor az alábbi tulajdonság fogalmazható meg.

3.6. Álĺıtás. ([16]) Egy P együttes valósźınűségi eloszlás akkor és csakis ak-

kor korrelált egyensúlya a Γ̃ =
(
I, J, SI , SJ , Ã, B̃,4I ,4J

)
fuzzy játéknak, ha P

korrelált egyensúlya a Γbal és Γjobb klasszikus játékoknak, azaz

n∑
j=1

pija
bal
ij ≥

n∑
j=1

pija
bal
kj ,

n∑
j=1

pija
jobb
ij ≥

n∑
j=1

pija
jobb
kj , bármely i, k ∈ I;

m∑
i=1

pijb
bal
ij ≥

m∑
i=1

pilb
bal
il ,

m∑
i=1

pijb
jobb
ij ≥

m∑
i=1

pijb
jobb
il , bármely j, l ∈ J.

Az alábbiakban olyan fuzzy játékra adunk példát, amelynek van korrelált
egyensúlya, de nincs Nash-egyensúlya.

3.7. Példa. Tekintsük azt a játékot, amelyben a bal, illetve a jobb oldali játé-
kok kifizetési mátrixai a következők:

Γbal 1 2 3

1 (15, 2) (6, 11) (13, 10)

2 (8, 19) (16, 16) (5, 7)

3 (18, 6) (11, 4) (9, 15)

Γjobb 1 2 3

1 (16, 5) (8, 17) (18, 15)

2 (14, 23) (20, 20) (12, 12)

3 (23, 13) (15, 10) (14, 20)

A Γbal játék egyetlen Nash-egyensúlya:

x∗
0 =

(
1

5
,
19

45
,
17

45

)
, y∗0 =

(
3

77
,
25

77
,
7

11

)
,

ami nem Nash-egyensúlya a Γjobb játéknak.

Ha (x∗, y∗) ∈ SI × SJ Nash-egyensúlya lenne a Γ̃ fuzzy játéknak, akkor a
3.4. Tétel alapján P = (pij)m×n, ahol pij = x∗

i y
∗
j , korrelált egyensúlya lenne a Γ̃

fuzzy játéknak. Azaz a 3.6. álĺıtás alapján P korrelált egyensúlya a Γbal és Γjobb

klasszikus játékoknak is. Ebből következik, hogy (x∗, y∗) Nash-egyensúlya a Γbal

és Γjobb klasszikus játékoknak. Mivel a Γbal játéknak egyetlen Nash-egyensúlya
van (x∗, y∗) = (x∗

0, y
∗
0). Tehát (x∗

0, y
∗
0) Nash-egyensúlya a Γjobb játéknak, ami

ellentmond az előző bekezdés kijelentésének. Következésképpen, a Γ̃ fuzzy játéknak
nincs Nash-egyensúlya.
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2. ábra. A Nash- és korrelált egyensúlyok geometriája a 3.8. Példában.

A korrelált egyensúly defińıcióját felhasználva könnyen igazolható, hogy a

P1 =

 0 0.1 0.3

0.1 0.2 0

0.1 0.1 0.1

 és P2 =

 0 0.1 0.2

0.1 0.2 0

0.1 0.1 0.2


együttes valósźınűségi eloszlások korrelált egyensúlyai a Γ̃ fuzzy játéknak.

Tudjuk, hogy a klasszikus kétszemélyes, véges játékok kevert bőv́ıtésének min-
dig van Nash- és korrelált egyensúlya. Az alábbi példa azt szemlélteti, hogy ezen
játékokkal ellentétben nem minden fuzzy játéknak létezik korrelált egyensúlya.

3.8. Példa. Tekintsük azt a játékot, amelyben a bal, illetve a jobb oldali játsz-
mák kifizetési mátrixai a következők:

Γbal 1 2

1 (10, 10) (7, 4)

2 (7, 4) (10, 6)

Γjobb 1 2

1 (21, 22) (17, 23)

2 (25, 19) (13, 15)

Amikor a Γ̃ fuzzy játék geometriáját szeretnénk szemléltetni, az előbbiekben
Nau, Canovas és Hansen [18] által megfogalmazott tulajdonságot alkalmazzuk
a Γbal és a Γjobb klasszikus játékokra. A 2. ábra a Nash- és korrelált egyensú-
lyok geometriáját mutatja. A kis fekete körök a bal, illetve a jobb oldali játék
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Nash-egyensúlypontjai. Mivel ezek különböznek, a Γ̃ fuzzy játéknak nincs Nash-
egyensúlya. A hálórács a játékosok között független eloszlások nyeregfelületét (E),
a szürke politópok pedig a bal és jobb oldali játékok korrelált egyensúlyainak hal-
mazait szemléltetik. Megfigyelhető, hogy a politópok az E felület különböző olda-
lain helyezkednek el és nincs közös pontjuk. Ezért ennek a Γ̃ fuzzy játéknak nincs
korrelált egyensúlya.
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Makó Zoltán a középiskolát a sepsiszentgyör-
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tanszékének tanársegédje, majd adjunktusa
lett. 2006-tól a Sapientia-EMTE Cśıkszeredai
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CORRELATED EQUILIBRIA IN FUZZY GAMES
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In this paper, we discuss the relationship between correlated and Nash equilibria for
two-player, non-cooperative fuzzy games. We show that, similarly to classical games, the Nash
equilibrium can be constructed as a correlated equilibrium that yields independent marginal
distributions.
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